A conquista do castelo
e suas implicacoes matematicas

Susana Carreira, Escola Secunddria de Mem Martins

«A Conquista do Castelo» € um programa de simula-
¢do que oferece também caracteristicas de jogo. Na sua
raiz estd a simulagdo de um fenémeno fisico bem conhe-
cido: o lancamento de projécteis segundo determinadas
direcgOes. S6 por si, este facto evidencia uma estreita
ligagdo a Fisica e, em particular, ao estudo de um certo
tipo de movimentos. Mas, para além disso, o programa
permitird contactar com um razoivel conjunto de mode-
los e conceitos matemadticos.

Em tragos gerais, «A Conquista do Castelo» apresenta
duas etapas distintas. Na primeira etapa, designada por
«Assalto ao Castelo», € simulado um ataque a torre de
um Castelo. No ecra, surge um archeiro que terd de lan-
¢ar flechas, de modo a atingir 3 alvos, escolhidos alea-
toriamente em cada execugio e materializados nas vigias
da torre. O utilizador, poderd efectuar um lancamento
(um tiro de arco) visando cada um dos alvos. Para isso,
terd de introduzir dois valores: o 4ngulo de inclinacdo
do projéctil (dngulo que a flecha faz com a horizontal)
e a velocidade imprimida. Ap6s a introdugdo destes
dados, pode observar-se, num sistema cartesiano, a tra-
jectéria descrita pelo projéctil.

A segunda etapa consiste na «Defesa do Castelo». Nas
ameias da torre encontra-se uma sentinela que terd de
langar pedras, segundo a horizontal, por forma a atin-
gir os invasores que, em baixo, procuram chegar a porta
do Castelo. A posigao do invasor vai variando, nos 3
sucessivos lancamentos de pedras. Ao utilizador pede-
-se apenas que introduza a velocidade a imprimir ao pro-
jéctil. Em seguida, ser-lhe-4 apresentado o gréfico da
trajectéria da pedra.

O cardcter de jogo resulta, fundamentalmente da exis-

téncia de uma pontuagio que premeia o jogador, sem-

pre que este acerta num alvo.

«A Congquista do Castelo», sendo uma situagdo ima-
gindria, até mesmo, do dominio da fantasia, (j4 houve
alguém que viu nela as célebres contendas entre o Robin
dos Bosques e o Xerife de Nottingham) parece ter um
forte sentido lddico, o que pode ser um factor de moti-
vagdo. Além disso, julgo que o programa permite levan-
tar questdes importantes, das quais dependerd, sem
divida, o éxito da sua exploragio did4ctica em aulas ou
em outro tipo de actividades.

«A Conquista do Castelo» estard especialmente
vocacionada para o estudo de funcdes, nomeadamente,
o da fungdo quadritica, no 11.° ano.

H4 toda uma série de conceitos que, poderdo ser cap-
tados, a partir da sua utilizagao.

Por exemplo, as equagOes paramétricas e cartesianas
de uma curva, a restricdo e o prolongamento de uma
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fungdo, a injectividade, a interpretagdo e visualizagdo
do mdximo, a determinacdo de zeros, as relacdes de
simetria, a concavidade, os limites, a existéncia de fun-
¢Oes de uma e mais varidveis, bem como, a multiplici-
dade de solugbes para um mesmo problema.

Os gréficos das trajectérias dos projécteis sdo cons-
truidos, a nivel de programacio, recorrendo as equagdes
fisicas do movimento. Surge assim, uma varidvel de
extrema importéincia: o tempo. De facto, cada posicao
do projéctil corresponde a um instante bem determinado.
Atribuindo a varidvel t valores sucessivos e suficiente-
mente proximos, torna-se possivel localizar num sistema
de eixos, as posigdes correspondentes (x, y) da flecha
do archeiro ou da pedra da sentinela.

O modo segundo o qual a abcissa e a ordenada depen-
dem do tempo, também nao é dificil de calcular, aten-
dendo as leis da Cinemitica, e tem-se entdo:

— No lancamento da flecha, com um 4ngulo de incli-
nacdo A e uma velocidade inicial Vo:

x = Vp. cosA. t
y = Vo. senA. t — 1/2 gt?

— No lancamento da pedra, segundo a horizontal,
com uma velocidade inicial Vo:

[X=—V0.t
y=—1/2 g2

Serd curioso descobrir que .a flecha langada pelo
archeiro descreve uma curva e, mais ainda, que esta
curva é sempre do mesmo tipo, qualquer que seja a incli-
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nacdo ou a velocidade inicial do langamento. Algo de
semelhante sucede com a pedra langada das ameias da
torre; a traject6ria que esta descreve é sempre do mesmo
tipo, independentemente da velocidade inicial.

Mais espectacular, porém, serd a conclusdo de que
as curvas descritas pela flecha e pela pedra sdo da mesma
familia. Tal resultado poderd surgir com a passagem as
equagdes cartesianas das curvas, ou por outras palavras,
«congelando o movimento», o que significa eliminar o
parametro t.

Surgem, entdo, as seguintes expressoes:

g 2
=————>———x2+ tgA.
YA G A | B
para a trajectéria da flecha e
s i B
y 2VE "

para a trajectéria da pedra.

Deparamos, afinal, com fungdes quadraticas cujo gra-
fico é uma pardbola e, como tal, pertencentes 2 mesma
familia.

A partir deste ponto, serd interessante reconhecer
que a trajectéria de cada flecha corresponde a restri-
¢do de uma funcdo quadritica a um dado intervalo,
o mesmo acontecendo a trajectéria de cada pedra lan-
¢ada da torre.

Entdo, ao invés de dar valores e esperar para ver a
trajectéria no ecrd pode pensar-se numa funcdo parti-
cular, de qualquer dos dois tipos, para tentar descobrir
os valores do dngulo e/ou da velocidade inicial que lhe
correspondem. Assim, por exemplo, a fungédo:

M
f(x) = 0 x2 + x
estdo associados um 4ngulo de 45° e uma velocidade
de 19.8 m/s. Se o grifico desta funcdo tiver sido esbo-
cado previamente, ele poderd ser confirmado no com-
putador, introduzindo estes dados.

Outro aspecto que poderd ser digno de atencdo, tem
a ver com a descoberta e determinagio dos zeros destas
funcdes. Se tomarmos para origem do referencial a posi-
¢do inicial da flecha e desprezarmos a altura do archeiro,
poderemos constatar a existéncia de dois pontos do gré-
fico, cuja ordenada é zero: o ponto de langamento ‘da
flecha e o ponto em que esta atinge de novo o solo. Este
segundo ponto tem, inclusivamente, um significado espe-
cial uma vez que corresponde a distincia mdxima atin-
gida pela flecha, segundo a horizontal, também desig-
nada por alcance. Ao determinarmos os zeros da fungdo
quadridtica, obtemos:

Vo? sen 2A
g
conseguindo, assim, a expressdo que nos dd o alcance
da flecha.

No caso do langamento da pedra, e tomando para ori-
gem do referencial a posi¢ao de arremesso, € facil veri-
ficar que existe um inico zero, ou seja, o ponto (0,0).
Partir daqui para a generalizacdo do mimero de zeros
de uma fungdo quadrdtica € um curto passo.

x—0oux=
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Vejamos ainda, como se poderd entender o mdximo
de qualquer destas fungdes, a luz do fenémeno real que
elas traduzem. No caso da pardbola que tem como res-
tricdo o lancamento da pedra, o mdximo situa-se no
ponto (0,0). E neste ponto que a 1.2 derivada se anula
e muda de sinal. Mas podemos olhd-lo também como
um ponto de viragem. Para isso, basta supor que a sen-
tinela lanca a pedra para o lado oposto da torre, o que
implicard uma velocidade inicial negativa. Eis assim, um
paralelismo entre o sinal da derivada e o sentido do
movimento. Tal paralelismo mantém-se no langamento
da flecha. O médximo corresponde ao ponto em que a
1.2 derivada se anula e muda de sinal.

Contudo, este ponto € também aquele em que o movi-
mento passa de ascendente a descendente.

Seria, por certo, possivel encontrar vdrias outras apli-
cagoes do programa ao estudo das fungdes quadriticas;
basta pensar na monotonia, observando a variacio de
altitude do projéctil, na concavidade, etc.

No entanto, e um pouco em jeito de desafio, nio posso
deixar de mencionar aquilo a que chamei «Limites para
a Imaginacdo».

De facto, parece-me evidente que 0s programas de
simulac@o possuem potencialidades que conduzem a um
tipo de aprendizagem muito mais centrada no aluno, des-
pertando nele a atitude de colocar a questao «o que é
que aconteceria se...». Segundo esta perspectiva, serd
interessante ver o que acontece quando o archeiro, ao
langar as suas flechas, faz variar o dngulo de langamento
até aos limites 0° e 90°. Veremos, sem divida, as tra-
Jjectdrias aproximarem-se, respectivamente, da horizon-
tal e da vertical.

De modo andlogo. nada nos impede de imaginar a sen-
tinela, langando pedras do alto da torre com uma velo-
cidade tdo grande quanto se queira. E, de facto, poder-
-se-4 visualizar uma trajectéria que se aproxima
inifinitamente da horizontal. Mas, poderemos também
supor que a sentinela deixa simplesmente cair a pedra
do alto da torre, sem lhe imprimir qualquer impulso
horizontal. Neste caso, estaremos perante um movimento
de queda livre e a trajectdria serd vertical, conforme
poderemos verificar no computador.

Ficam, assim, apresentadas, algumas das implicacGes
matemdticas de «A Conquista do Castelo». Espero que
outros conquistadores possam vir a alcangar novos e
insuspeitados Castelos.
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