FRACTAIS na Escola Secundaria

Daniela Gori Giorgi*

Introducio

Este assunto foi desenvolvido com alunos com ida-
des entre os 16 e os 17 anos.

Na aula, depois de termos sublinhado as diferengas
entre figuras da «geometria ordindria» (poligonos, cir-
culos,...) e aquelas, bastante mais complexas, que obser-
vamos na natureza, chamamos a atencdo dos alunos para
uma grande diversidade de formas naturais que parecem
repetir o0 mesmo motivo em diferentes escalas: por exem-
plo, um fragmento da linha costeira observada de um
aviao, a diferentes altitudes, os ramos de uma drvore,
um floco de neve examinado ao miscroscépio com dife-
rentes objectivas.

Foi a regularidade do floco de neve que nos ajudou
a matematizar as formas naturais. Depois de termos tra-
balhado a «curva do floco de neve», estudamos outras
curvas que se obtém repetindo a mesma construgio;
entre elas, a curva de Peano. Assim chegdmos ao con-
ceito de dimensdo e as curvas fractais. E destas consi-
deragOes abstractas voltdmos a realidade: fenémenos
naturais, reproduzidos por simulagdo, deram uma ideia
da investigagdo actual sobre geometria fractal.

Alguns problemas classicos
a proposito do floco de neve

A construgio cldssica de um floco de neve é suge-
rida pelas seguintes figuras:

Fig. 1
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Parte-se do tridngulo equildtero de lado 3a. No terco
médio de cada lado constréi-se um tridngulo equilatero
de lado a e apaga-se a respectiva base. Continuando este
processo obtém-se poligonos com um numero crescente
de lados cada vez mais pequenos.

Os valores correspondentes dos lados e perimetros sao
0s seguintes:

Lado Perimetro
3a 9a
a 12a
a/3 16a

E evidente que o valor do perimetro tende para infi-

nito.
Calculemos, agora, as sucessivas dreas Ay, Az,

Aj,...

A =9/4a%V3 = 3922
Ar = 3/4a%V3 = 1.3 a2
A; = 9/422V3 = 0.6 a2

A soma destas dreas serd, entdo:
A=9/4aV3 +3/422V3 + 1/3a2V3 + ...
Se excluirmos o primeiro termo, trata-se de um pro-

gressdo geométrica infinita de razdo 4/9. Assim, a drea
total € dada por:

3 -
= a2y3
A=9/4aV3+ _4 = 18/52a’V3 = 6 a2
4
1__
9

Isto €, no limite, o lado € zero, o perimetro € infinito
e a drea €, apenas, um pouco maior do que vez e meia
a drea Ay do tridngulo inicial!

Estes resultados cldssicos acerca do infinito sempre
fascinam os estudantes.

Do floco de neve a curva de Peano

Avancemos na nossa investigacio. Examinemos, passo
a passo, a construgdo: dividimos um lado em 3 segmen-
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tos geometricamente iguais e, eliminando o segmento
médio, construimos uma linha poligonal com 4 segmen-
tos de recta.

Fig. 2

De seguida, repetimos a mesma operacdo em cada um
destes novos segmentos de recta. Continuando o pro-
cesso, obtemos poligtonais com um ndimero de lados
cada vez maior; no limite obtemos uma curva — a curva
do floco de neve.

Fig. 3

Surge, entdo, uma questio: serd possivel traduzir esta
construgdo por uma férmula? Havera alguma relaciao
entre o nimero de partes em que cada segmento € divi-
dido (3) e o mimero de segmentos obtidos a partir do
segmento inicial (4)?

Antes de respondermos a estas questdes, considere-
mos um outro exemplo: a constru¢do de uma cercadura
grega (na sua forma mais simples) a partir de um seg-
mento de recta.

A semelhanca do que se fez atrds, dividimos o seg-
mento inicial em 5 partes e eliminamos o segmento
médio; de seguida, construimos uma linha poligonal com
9 segmentos, como se v€ na figura seguinte.

Educacido e Matematica N° 4

Fig. 4

Haver4 agora, uma férmula que relacione o 5 com
o 9? .

Consideremos, ainda, um outro exemplo. E possivel
que, a partir deste, surjam algumas ideias que nos per-
mitam chegar a uma férmula.

Vamos, entdo, dividir um segmento de recta em 3 par-
tes e construir uma figura utilizando 9 segmentos. Nume-
ramos esses segmentos de forma a poder-se percorrer
a linha poligonal sem descontinuidades.

6
7 5
1 8 9
2 4
3
Fig. 5

Repetindo esta operagao sobre cada um dos segmen-
tos, obtém-se as seguintes figuras:

4
e

Fig. 6
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Continuando este processo a linha poligonal tende para
uma curva, a famosa curva de Peano. Trata-se de uma
curva do tipo «plane-filling», isto é, uma curva que
passa, pelo menos uma vez, por todos os pontos de um
quadrado. A descoberta desta curva (em 1890) chocou
os matemdticos do fim do século passado, conduzindo
a uma crise acerca do conceito de dimensio e de curva:
de facto, se a dimensdo de uma cruva é 1 e se a dimen-
530 de uma regido plana, como o quadrado, € 2, como
explicar o comportamento da curva de Peano?

Tentaremos clarificar esta contradi¢do concluindo,
intuitivamente, que a curva de Peano passa por todos
os pontos do quadrado.

Voltemos a construgido e consideremos as duas figu-
ras seguintes, ambas obtidas a partir da divisao de um
segmento de recta em 3 partes iguais.

Fig. 7

A primeira é formada por 9 segmentos, a segunda por
9 pequenos quadrados. Pode-se, pois, estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos segmen-
tos e o conjunto dos quadrados. Tal correspondéncia
torna-se evidente se a linha poligonal for desenhada, tal
como no trabalho de Peano, a partir de uma das dian-
gonais do quadrado, caso em que a cada quadrado menor
corresponde o «seu» segmento-diagonal.

Vé-se, também, claramente que esta cosrespondéncia
biunivoca entre os lados da poligonal e os pequenos qua-
drados se mantém vilida, quando, por repeti¢do do pro-
cesso, 08 segmentos se tornam sucessivamente menores.
No limite, isto é, quando a linha poligonal tende para
uma curva, quer a diagonal quer o quadrado tendem

ambos para um ponto. Podemos, assim, concluir que a
curva passa, pelo menos uma vez, por todos os pontos
do quadrado inicial, isto é, preenche o quadrado. Por
isso mesmo, somos levados a concluir que a dimenséio
da curva de Peano é 2, tal como a do quadrado.
Representemos por s 0 nimero de partes em que se
divide o segmento de recta inicial e por n o nimero de
segmentos da linha poligonal. Teremos, entio:

s=3 n=9 e portanto, n =g

Podemos dizer que o expoente 2 surge pelo facto da
dimensdo da curva ser 2, tal como descobrimos.

A nocéo de fractal

Voltando a construgdo do floco de neve, a situagdo
€ a seguinte: o segmento de recta é dividido em 3 par-
tes e a poligonal ¢ formada por 4 segmentos, isto €,

s =173 n~=4

Nio se pode, agora, escrever 4 = 3% mas, antes,
4 =3d

onde d é a dimensdo da curva do floco de neve. E evi-
dente que

l<d<?2

e este valor traduz o facto de ser impossivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre 4 segmentos e
9 quadrados, uma vez que hd mais quadrados. Assim
sendo, continuando este processo, nao € possivel preen-
cher o plano. A dimensdo da curva €, neste caso

d=lomd ou d=2B% i3
log 3

que comparada com a dimensao do quadrado — 2 —
estd de acordo com o ndo preenchimento.
No caso da cecadura grega, sendo

s =35 e n=>9 temos:

|

9 =59 e, portanto, d = —:gg% = 14

Também neste caso a dimensdo d é um nimero real
entre 1 e 2.

Quando a dimensdo de uma curva obtida por repeti-
¢ao de um processo de «dilatagido» €, como nestes casos,
um niimero real entre um e dois, a curva nao preenche
o plano, quer dizer, hd espagos vazios. A curva diz-se,
entdo, uma curva fractal. A palavra fractal foi criada
por Benoit Mandelbrot em 1975.

A importincia deste tipo de curvas deve-se a sua rela-
¢do com alguns fenémenos naturais. Com o objectivo
de estudar estas relagdes, tém-se simulado alguns mode-
los destes fenémenos naturais.
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A fotografia 1 mostra um modelo de um agregado
acrosol, isto é, de uma suspensdao de mindsculas parti-
culas solidas ou liquidas no ar. O modelo foi construido
com base no movimento browniano. A sua estrutura
fractal é surpreendente: lembra a forma dos ramos ¢ dos
troncos de algumas drvores ¢, também, a queda de raios
durante uma trovoada.

2

234

y

A fotografia 2 reproduz as linhas de ruptura num vidro
inquebravel.

E ficil imaginar a importancia que a previsdo destas
linhas poderd ter na manufactura do vidro.

Outra possivel aplicagao da geometria fractal ¢ na
modeliza¢do duma massa de nuvens com base em obser-
vagoes feitas por radar ou satélites ¢ na investigacao da
forma como tendem a difundir-se. No dia em que estes
estudos estiverem suficientemente avangados haverd uma
verdadeira revolugdo na previsao do tempo.

E interessante pensar quao viva (natural) pode ser uma
simulagio obtida por meio da geometria fractal: na ver-
dade. ninguém suspeitard que as paisagens reproduzi-
das em filmes como a Guerra das Estrelas sdo «artifi-
ciais»!

Como viram. os estudantes debrugaram-se sobre
alguns aspectos da investigagdo mais actual. Para além
disso. vdrias circunstancias levaram os estudantes a pen-
sar em conceitos matematicos importantes como o con-
ceito de limite ou o conceito abstracto de dimensdo.
Também as «habituais matemadticas escolares», como
logaritmos ¢ progressdes, apareceram a tornaram-sc
importantes e com significado.

Percebe-se facilmente que este estudo possa ter fas-
cinado mesmo os estudantes com reticéncias relativa-
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mente a Matematica. E foi por isso mesmo que pensi-
mos apresentar cstc trabalho aos nossos colegas
portugueses.
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