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Renovacao do ensino da geometria
Contributos de Rita Bastos e Cristina Loureiro

Alexandra Pinheiro e Eduardo Veloso

De hé dois anos para c4, a geometria
retomou um lugar privilegiado no ensino
da Matemdtica. Por isso, torna-se legiti-
mo perguntar: Que perspectivas novas,
tanto nos contetidos como nos métodos,
t€m sido propostas? Que tipos de activi-
dades se tém tornado ou sdo avangadas
como mais prometedoras para alcangar
os objectivos dos novos programas? Que
conexdes t€m sido feitas ao longo do
ensino da geometria?

Nio € possivel responder concreta e
definitivamente a estas questdes, em parte
devido ao facto apontado por Cristina
Loureiro e Rita Bastos de que a geome-
tria durante muitos anos foi deixada para

segundo plano, dando origem a carénci-
as graves quer nas aprendizagens mate-
madticas dos alunos quer na preparagio
dos professores, provocando em muitos
destes uma certa inseguranca. No entan-
to, em muitas sessdes dedicadas a geo-
metria durante o ProfMat 94, tipos de
actividades e propostas inovadoras quan-
to aos contetddos foram apresentadas e
experimentadas pelos participantes. As
colegas Rita Bastos (R.B.), da Esc. Se-
cunddria de Anténio Arroio e Cristina
Loureiro (C.L.),daEsc. Superior de Edu-
cagfo de Lisboa, que orientaram um cur-
so de dois dias e uma sesséo pratica de
trés horas sobre temas de geometria,

Tépicos a dar maior atencio

e Desenvolver uma compreensio dos
objectos geométricos e das suas rela-
¢des.(5°-8°)

* Utilizar a geometria na resolugéo de
problemas.(5°-8°)

e Integracdo através de todos os temas,
emtodos os anos de escolaridade.(9°-
12°)

e Desenvolvimento de curtas sequén-
cias de teoremas.(9°-12°)

e Abordagens por coordenadas e por
transformacdes.(9°-12°)

* Exploragdes em computador de figu-
ras bi e tridimensionais.(9°-12°)

* Argumentos dedutivos expressos
oralmente ou por frases ou pardgra-
fos escritos.(9°-12°)

* Geometria no espago.(9°-12°)

* Aplicacdes ao mundo real e modela-
¢40.(9°-12°)

i Geometria do 5° ao 12° ano de escolaridade .
Recomendacgées das Normas para o Curriculo do NCTM

Extraido das Normas para o Curriculo e a Avaliac@o em Matemdtica Escolar, do
\ NCTM, tradugdo editada pela APM e pelo IIE. )

Tépicos a dar menor atencgio

* Memorizar o vocabulério da geo-
metria.(5°-8°)

e Memorizar factos e relagdes.(5°-8°)

* Geometria euclidiana como siste-
ma axiomadtico completo. (9°-12°)

* Demonstragdes dos teoremas de in-
cidéncia e de “situado entre”.(9°-
12°)

e Geometria de um ponto de vista
sintético. (9°-12°)

* Demonstragdes “a duas colu-
nas”.(9°-12°)

 Poligonos inscritos e circunscri-
t0s.(9°-12°)

* Teoremas sobre acircunferénciaen-
volvendo razdes de segmentos.(9°-
129)

* Geometria analitica como um tema
isolado.(9°-12°)

/

Educacio e Matemadtica n°® 32
4° trimestre de 1994

utilizaram nessas sessdes actidades ino-
vadoras e moderaram discussdes com
base num texto distribuido aos partici-
pantes. Parece-nos que as propostas des-
tas colegas sdo bem interessantes e re-
presentativas de uma reflexdo que deve
ser feita entre nés sobre 0s nOvos rumos
que deve tomar o ensino da geometria.
Porisso, procuraremos neste artigo reco-
lher e comentar algumas dessas ideias e
propostas?.

Alternativas para o ensino da
geometria

No inicio do texto utilizado pelas
colegas nas sessoes do ProfMat, € signi-
ficativamente referida uma listagem de
tépicos de geometria a que deve ser dada
mais atencdo num ensino renovado de
Matematica, de acordo com as Normas
para o Curriculo do NCTM (ver caixa,
onde também acrescentdmos os tépicos
aque o NCTM recomenda deve ser dada
menor aten¢do do que tem sido habitual).
Na realidade, as recomendagdes do do-
cumento do NCTM constituem hoje uma
referéncia fundamental para a constru-
cdo de um curriculo apropriado para a
geometria do ensino bésico e secund4-
rio. Vistos a esta luz, como podemos
apreciar os novos programas? No texto a
que nos estamos referindo, as autoras
respondem:

“E verdade que o novo programa do
terceiro ciclo integra, nas suas indica-
¢cdes metodoldgicas, algumas destas pre-
ocupagdes. Contudo, a listagem de te-
mas que apresenta, por ser demasiado
compartimentada e exaustiva, dificulta
uma abordagem centrada na resolugdo
de problemas e nas conexdes, induzindo
um tratamento mais virado para o co-
nhecimento de vocabulério, factos e re-
lagdes. No que respeita ao secundério,

21




estas indicagdes aparecem muito
esbatidas e a sua operacionalizagdo tor-
na-se incompativel com as propostas de
abordagem hipotético-dedutiva da Geo-
metria no espago, com o tratamento
compartimentado da geometria analiti-
ca e com o grande énfase no célculo
algébrico e vectorial.”

Mas as colegas ndo se limitam a
apresentar esta critica aos programas.

Apresentam alternativas para um mode-
lo de ensino/aprendizagem da geome-
tria, que designam por modelo construti-
VO, € que apresentamos nesta pagina.
Estas ideias sdo ilustradas com comenta-
rios sobre a resolucdo do problema da
determinag@o da razdo entre os lados de
dois quadrados formando uma certa fi-
gura e de outros “problemas exempla-

2

Ies

-
Problema n® 1

da figura?

Pararesolver este problema privile-
giando os raciocinios geométricos é
necessdrio procurar uma relacio entre
os dois quadrados que pode passar por
uma transformacdo geométrica. No en-
tanto, ndo € preciso ter definido rota-
¢do, isometria, transformacéo geomé-
trica... ou ter estudado as suas proprie-
dades. Pelo contrario, o poder das trans-
formacgoes geométricas e anecessidade
de as estudar vdo aparecendo a medida
que elas ajudam a resolver os proble-
mas.

Um aluno que esteja familiarizado
com os objectos geométricos, que te-
nha trabalhado o conceito de area com
base na composi¢do/decomposicdo de
figuras, imediatamente se apercebe da
razdo entre as dreas dos dois quadra-
dos. Naturalmente que estamos a
enfatizar a relacdo medida/compara-
¢do deixando para segundo plano a
relacdo medida/célculo. Tradicional-
mente, o trabalho sobre dreas tem sido
focalizado na utilizacfo de férmulas,
criando a perspectiva limitada de que
medir uma 4area é fazer um cdlculo,
perdendo-se até as nogdes de medida e
de unidade de medida. Para relacionar
arazio entre as dreas com a razao entre
os lados € necessdrio ter trabalhado os
conceitos de semelhanca e proporcio-
nalidade nos aspectos em que estes
raciocinios se revelam eficazes. O con-
ceito de semelhanga introduz dois raci-
Qcinios proporcionais importantes.

Qual é arazdo entre os dois quadrados

D

Um, € o raciocinio de proporcio-
nalidade entre medidas lineares, que
estdintimamente ligado aresolucdode
tridngulos, e que praticamente tem sido
0 Unico a ser tratado. O outro, € o de
proporcionalidade entre medidas de
dimensdes diferentes (comprimentos,
dreas e volumes) e que permite estabe-
lecer outras relagdes. Estas t€m sido
ignoradas, apesar do seu poder e efica-
cia na resolucé@o de problemas.

Se, por outro lado, resolvessemos
este problema utilizando o teorema de
Pitdgoras, estarfamos a reduzi-lo aum
simples exercicio de cdlculo, que ndo
€ necessariamente de mais facil com-
preensdo que o
processo que pro-
pusemos. Além
disso, este calcu-
lo ndo iria trazer
nadadenovo,en-
quanto o outro
abre hip6teses de
generalizacOes a
outros poligonos e até a outras dimen-

soes. o,
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Ideias fundamentais para

um modelo construtivo

de ensino/aprendizagem
da geometria

1. H4 raciocinios importantes em geo-
metria, que surgem independentemen-
te dos temas e que se revelam funda-
mentais na resolugdo de problemas e
na construgdo dos conceitos.

2. Pararaciocinar geometricamente nao
é preciso ter adquirido previamente
um grande vocabuldrio, dominar mui-
tos conceitos ou conhecer muitas pro-
priedades; pelo contrério, a constru-
c¢do dos conceitos e a descoberta das
propriedades pode ser feita a partir da
resolucdo de problemas e de activida-
des investigativas.

3. Quando aplicamos uma férmula ou
reproduzimos uma demonstragio, o
raciocinio geométrico operaciona-
lizado € minimo, e muitas vezes nem
sequer existe. E quando encontramos
um processo para resolver um proble-
ma ou temos que argumentar para
defender uma ideia ou uma conclu-
sd0, que sentimos o poder dos racioci-
nios geométricos.

4. Uma abordagem da geometria
centrada na resolucdo de problemas
constitui uma fonte aliciante e muito
rica de ideias matemadticas, que per-
mite estabelecer conexdes com quase
todos os outros temas matematicos.

5. A realidade palpavel tem um papel
importante na compreensio de mui-
tos problemas de geometria. A grande
possibilidade de concretizagao fisica
e de aplicacdo a problemas reais fa-
zem com que a aprendizagem da geo-
metria possa ser de facto significativa
para os alunos.

6. A geometria € rica em problemas que
podem ser trabalhados com comple-
xidade crescente. O mesmo problema
pode aparecer ao longo dos tempos
com vérios niveis de aprofundamento
e pode ser ampliado a partir do levan-
tamento de novas questdes.

7. Os materiais manipuldveis constitu-
em uma fonte rica de ideias e sdo
indispensdveis em todos os niveis do
ensino da geometria. A prépria cons-
trucdo de materiais pode ser o ponto
de partida paraa utilizacdo de racioci-
nios geométricos e para a formulagéo
de novos problemas.



/Tmﬁ[ema ne 2

Quais sdo as rectas que dividem
um rectangulo ao meio? E quais
sdo as rectas que dividem ado meio
os dois rectdngulos de cada uma
das figuras ao lado?

O que € dividir a0 meio um rectin-
gulo? E dividi-lo em duas figuras
congruentes, ou em duas figuras equi-
valentes? Duas figuras congruentes sio
equivalentes, mas o reciproco nio é
verdadeiro... Aparentemente temos dois
problemas para resolver.

E facil encontrar algumas rectas
quedividem o rectdngulo em duas figu-
ras congruentes.

E também ndo ¢é dificil concluir
quais sdo todas as rectas que tém essa
propriedade. O dificil é explicar por-
que € que sdo essas e SO essas.

Nesta pesquisa, a preocupagio era
encontrar todos os pares de figuras
congruentes porque sabfamos que elas
eram equivalentes.

Formula um problema andlogo para o espago.

Mas haverd outras rectas que divi-
dam o rectdngulo em duas figuras equi-
valentes ndo congruentes?

(Nota: Este problema é apresentado
neste nimero da revista na sec¢do “Ma-
teriais para a sala de aula”. Se assim
entender, poderd tentar a solugdo dele
antes de prosseguir a leitura deste texto.)

E a interpretacdo grafica que nos
garante a existéncia de uma solugéo tini-
ca, a recta que divide o rectdngulo em
duas figuras equivalentes é a mesma que
o divide em duas figuras congruentes.
Neste caso, "dividir ao meio" tanto pode
ser entendido como dividir em figuras
equivalentes como dividir em figuras
congruentes, a solugdo é a mesma.

Esta discusséo pode ser interessante
para sensibilizar os alunos para questdes
de rigor de linguagem, mas este trata-
mento exaustivo s6 faz sentido em niveis
bastante avancados. Nestes niveis tem
até a vantagem de estabelecer conexdes
com o estudo de funcgdes.

A compreensio do problema no pla-
no € essencial para a passagem para o
espago. Mesmo com modelos manipula-
veis, torna-se muito complicado desco-
brir quais séo os planos que dividem o
paralelepipedo ao meio, se ndo se tiver
compreendido porque é que as rectas que
passam no centro do rectangulo sdo as
unicas que o dividem ao meio.

Por outro lado, a familiaridade na
passagem do plano para o espago, efi-
caz na resolucdo deste problema e de
muitos outros, ndo € uma questéo paci-
fica e precisa de ser muito trabalhada.

Se no plano, ¢ umarecta que divide
ao meio, no espaco ¢ um plano. No
plano, todas as rectas que dividem o
rectingulo ao meio passam no centro
do rectangulo, que é o centro da sime-
tria central que os deixam invariantes
(rectangulo e recta). No plano, uma
simetria central é 0 mesmo que uma
rotacdo de 180°.

No espago, os planos que contém
um eixo de rotacdo que os deixa
invariantes (paralelepipedo e plano)
dividem um paralelepipedo ao meio,
mas ndo sio os tnicos. No espaco, uma
simetria central ndo é uma rotagfo. O
centro do paralelepipedo é o centro de
uma simetria central que deixa
invariante o paralelepipedo e qualquer
plano que passe no centro. Ento, todos
0s planos que passam no centro o divi-
dem ao meio.

A questdo da divisdo em dois s6li-
dos equivalentes € andloga & do plano,
sO que agora com volumes iguais. A
utilizagdo de paralelepipedos em acri-
lico transparente com liquido colorido
é uma maneira sugestiva de visualisar a

variac@o do volume. /

O modelo construtivo e o ensino
actual da geometria

Continuando a descrever o que pode-
ria ser um modelo construtivo para o
ensino da geometria, R.B. e C. L. identi-
ficam trés componentes bésicas para o
raciocinio geométrico:

“e composi¢io/decomposicdo
* transformagdo num espaco e entre
espagos geométricos
e proporcionalidade geométrica”
E acrescentam:

“Estas trés componentes podem ser o
fio condutor de toda a aprendizagem da
geometria e devem ser objecto de um
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tratamento continuado, a diversos ni-
veis, e ligadas asitua¢des diversificadas.
Talvez ndo sejam aquelas que nés nos
habitudmos a privilegiar.”

O problema 3 retrata uma das com-
ponentes, a proporcionalidade geomé-
tricarelacionando diferentes dimensdes.
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Na parte final do texto, as autoras
fazem uma andlise critica da situac@o
actual do ensino da geometria, incluindo
as limitacOes existentes nos novos pro-
gramas, apresentam uma série de suges-
tdes concretas sobre a abordagem da-
quele ensino de acordo com 0 novo mo-
delo proposto. Dada a importéincia deste

texto, transcrevemos largos extratos dele.

Sobre a hierarquizacio da geometria
e a obcessdo pelo calculo

No ensino da Geometria, a ideia que
dominou, e ainda hoje prevalece, é a de
que ela é um corpo hierarquizado de
conhecimentos sobre figuras em que os
aspectos métricos témumpapel relevan-
te. Basta recordar que comegdvamos
por estudar os tridngulos, e s6 depois
pensdvamos nos quadrildteros e nos ou-
tros poligonos.

A obcessdo pelo cdlculo obscurecia
a verdadeira geometria, impedia-nos
muitas vezes de optar por raciocinios
visuais, mais simples e mais compreen-
stveis para os alunos, e por isso limitava

extraordinariamente o campo de resolu-
¢do de problemas.

Valorizar os raciocinios geométricos

Se [...] valorizarmos os raciocinios
geométricos, baseados nas trés compo-
nentes que referimos, vamos ampliar
muitissimo o campo de resolugdo e de
formulagdo de problemas. A sua explo-
ragdo ndo sé vai contribuir para cons-
truir e aprofundar conceitos geométri-
cos e outros, como também para desen-
volver capacidades diversas.

O centro do processo de aprendiza-
gem sdo os raciocinios sobre as figuras
endoasfigurasemsi. Estas passamaser
o suporte dos raciocinios: o que interes-
sa ndo é o rectdngulo, mas os raciocini-
os que se fazem com base nesse rectn-
gulo, porque o que vai fazer compreen-
der e resolver um problema andlogo sGo
os raciocinios e ndo a figura.

Articulacgio entre o 3° ciclo e o secun-
dério; geometria sintética e analitica

A falta de articulagdo entre os pro-

(Problema ne 3

H4 uma férmula para calcular o
volume de um tronco de piramide...
mas quem é que se lembra dela? E
mesmo que fizéssemos um esforgopara
nos lembrarmos, irfamos perder-nos
certamento no meio de tantos clculos!

Como qualquer tronco é sempre
obtido por um plano paralelo a base, a
pirAmide mais pequena, que se destaca,
¢ sempre semelhante a pirdmide inicial.
Assim, arazdo entre as alturas pode ser
obtida directamente da razao entre os
volumes.

A partir deste raciocinio, a dedugio
de uma férmula para o volume do tron-
co de pirdmide, ou de cone, pode ser
uma actividade matemdtica interessan-

\te.

De uma pirdmide pentagonal pretende-se
obter um tronco com a mesma base e metade
do volume da piramide. Qual deverd ser a
alturado tronco? E se pretendermos um tron-
co com um tergo do volume da piramide?

N

Aplicar a férmula como uma sim-
plesreceita é que ndo passa de umritual
sem sentido! Isto néo significa que al-
gumas vezes ndo tenhamos outra alter-
nativa senfio recorrer a uma férmula
sem termos hip6teses de compreender
de onde é que ela veio, e isso até pode
ser muito util, ndo podemos é reduzir e
limitar a actividade matemética dos
nossos alunos a repeti¢do desses ritu-
ais.

Contrariamente ao que nos habitud-
mos, a Geometria é um dos campos da
Matematica onde a resoluc¢do de pro-
blemas sem o recurso a férmulas e
receitas normalizadas é muito acessi-

vel, produtiva e eficaz.
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gramas do terceiro ciclo e do secunddrio
também vai agravar estas dificuldades.
Da abordagem exclusivamente sintéti-
ca, passa-se para a abordagem exclusi-
vamente analitica. [Ora,] alguns dos
problemas que resolvemos habitualmen-
te porvia analitica podem ser resolvidos
por outros processos igualmente vdlidos
e, as vezes, mais acessiveis.

Da mesma forma que ndo se podem
por de lado as resolugdes de problemas
por via sintética s6 porque os alunos ja
estdo em anos mais avangados, também
uma iniciacdo da abordagem analitica
da geometria poderia aparecer durante
o0 3° ciclo.

A diferenca de abordagens nos dois
ciclos, sintéticano 3° ciclo e analiticano
secunddrio, éuma barreira ao desenvol-
vimento de atitudes criticas, de capaci-
dades criativas e integradoras de racio-
cinios. Séo os raciocinios que devem ser
adequados aos problemas, em vez de
adequar os problemas aos temas
programdticos, como se tem vindo a
fazer. Quando queremos usar a geome-
tria analitica, acabamos por resolver
alguns problemas por essa via quando
seriammais acessiveis se resolvidos com
outro tipo de raciocinios. Isto conduz a
um comportamento condicionado dos
alunos, que estd longe de constituir uma
aprendizagem da geometria que contri-
bua para a sua formagdo integral.

1. O texto integral distribuido na Sessdo
Pratica 9 pode ser obtido na sede da APM.

Alexandra Pinheiro

Esc. Sec. Marqués de Pombal

Eduardo Veloso

Materiais para a aula
T de Matematica

A actividade proposta na pdgina se-
guinte foi adaptada a partir do texto para
discussdo distribuido na sessdo pratica
SP9, no ProfMat 94, orientada por
Cristina Loureiro e Rita Bastos. Para
compreender em que contexto aparece,
ler o artigo “Renovagdo do ensino de
geometria: contributos de Rita Bastos e
Cristina Loureiro.” Esta actividade é
apropriada para o Ensino Secunddrio.



