"Um quadrado e dez das suas raizes..."

"Um quadrado e dez
das suas raizes €
igual a trinta e nove
dirhems. [Qual é a
sua raiz?]."
Al-Khwarizmi,

séc. I1X.

Sobre a resolucao
geométrica de
equacoes polinomiais
pelos édrabes.

H4 algum tempo, um amigo dizia-
me, com indisfarcavel orgulho, que al-
guns anos apos ter frequentado o liceu
ainda se lembrava da férmula resolvente
e da sua aplicagdo na resolucdo de equa-
¢des do 2° grau, como se assim mostrasse
ter sido entdo um aluno de sucesso. Este
episoddio ilustra como a dita férmula e as
equacdes sdo indissocidveis e como a
componente algébrica na resolucao de
equagOes é praticamente esmagadora,
escondendo muitas vezes outros aspec-
tos. Ora vejamos, nunca se perguntou, de
onde se originou tal férmula? Ou como
se resolveriam as equagdes antes da sua
utilizacdo?

Tomemos como exemplo os drabes e
aforma como no séc.IX o famoso mate-
mético e astronomo de Bagdad,
Muhamad Ibn Misa Al-Khwarizmi, no
seu livro Al-kitab al-muthasar fihisab

Paulo Alvega

al-jabr wa-I-mugabala, explicava as es-
tratégias possiveis para a resolucdo de
equagdes do 2°grau através de processos
geométricos.

Note-se por curiosidade a origem ara-
be, geralmente aceite, das palavras dlge-
bra (al-jabr) e algoritmo (latinizaggo do
nome Al-Khwarizmi, na tradugfo latina
do titulo do livro Algoritmmi de Numero
Indorum). O préprio titulo, literalmente
Ciéncia da restauracdo e reducdo, alude
as mudangas de membro e as elimina-
¢des de termos iguais em membros opos-
tos. A dlgebra de Al-Khwarizmi é retéri-
ca (utiliza-se neste artigo a notag@o actu-
al, embora no original até mesmo os
algarismos aparegam escritos por pala-
vras) e trata apenas de solucdes e coefi-
cientes positivos. Nos seis capitulos des-
te livro sdo analisadas regras para a reso-
lug@o dos vdrios tipos de equagdes, a
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“Quanto aos quadrados e as raizes, que igualam o niimero, € como quando tu dizes:
um quadrado e dez das suas raizes igualam trinta e nove dirhems. O seu significado
€ que todo o quadrado, se tu lhe juntas o equivalente a dez das suas raizes, [¢ tal
que] atinge trinta e nove.

O seu processo [de resoluggo] consiste em dividir as raizes por dois, e € cinco no
problema. Multiplica-lo por si mesmo e serd vinte e cinco. Junta-lo a trinta e nove.
Isso dard sessenta e quatro. Tomas entfio a raiz quadrada que € oito e tiras-lhe a
metade [do nimero] de rafzes e é cinco. Restam trés e € a raiz do quadrado que

procuras e o quadrado é nove.”
\ Al-Khwarizmi, Resumo do cdlculo pela Jabr e pela Muqabala. h
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saber, ax? = bx, ax* =c, ax® +c=bx,
ax®> +bx =c e ax’ = bx +c a partir de
trés quantidades: quadrados, raizes e
ndmeros ( representadas respectivamen-

te por x*, x e nimeros)

Porexemplo, o capitulo IV inclui trés
formas diferentes (ver uma delas na cai-
xa da pdgina anterior) para explicar a
resolugdo do caso: quadrados e raizes

igual a nimeros, i.e., ax> +bx =c.
Assim, a estratégia apresentada para

a resolucdo da equacdo um quadrado e

dezdas suas raizes é igual a trinta e nove

(x* +10x = 39), era a seguinte:
1. Tracar um quadrado [ABCD] de érea

x*. (ver fig.1A)

2.Tragar dois rectangulos de drea Sx.
(ver fig.1B)
(nota: 5x+5x=10x)

3.0btém-se um segundo quadrado de
area 25, sendo a 4rea da parte sombre-

ada x*+10x,
des.(ver fig.1C)

4.Assim o quadrado [AMNP] tem érea
total de 64 unidades, sendo o lado
igual a 8 unidades. Concluimos que
uma rafz, x, mais 5 unidades ddo o
lado deste quadrado, igual a 8. Entdo a
rafz (positiva) € 3. Para obter a outra
raiz (-13) basta fazer ¢=3x ou
—b =3+ x, mas os arabes ndo a reco-
nheciam.

(Proposta: resolver as equacgodes

portanto 39 unida-

x*+4x=12 e x> +12x =64 por este
método).

Para o caso quadrados e nimeros
igual a raizes (ax*+c=bx), Al-
Khwarizmi apresenta um outro esquema
geométrico de resolucdo. Tomemos
como exemplo aequagdo um quadrado e
vinte e um é igual a dez das suas raizes
(x* +21=10x). O processo é 0 seguin-
te:

1.Tragar o quadrado [ABCD] de é4rea

x*. (ver fig. 2A)
2.Tracar o rectdngulo [BCEF] de érea
21. (ver fig. 2B)

3.O0rectangulo [ADFE] terd drea x* + 21

ou seja 10x, entdo AF = DE =10.
(ver fig. 2C)

4. Bissectar [AF] em G (portanto GF =5)
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e prolongar [GH] até obtermos um
quadrado [FGLJ]. (ver fig. 2D)

5.Tragar [LK] de modo que [HLIK] seja
quadrado. Por construcdo, as dreas de
[BGHC] e [LEJK] sdo iguais. (ver fig.
2E)

6.A édrea sombreada é 21 e a 4rea de
[GFJI] é 25 (5% 5), de onde resulta
que [HLKI] tem &rea 4. (ver fig. 2F)

7.Sendo HI =2 =CHe DH =5, entio
DC (uma raiz) é igual a 3 (uma das
solucdes).

(Proposta: com a mesma estratégia, re-

solver x> +5=6x e x> +15=8x)

Quanto as equagdes ctbicas, Omar

Khayam (1050-1122) propde na sua Al-
gebra solugdes geométricas (alids, acre-
ditava na ndo existéncia de solucdes arit-
méticas) utilizando a intersec¢do de
cénicas, método ja utilizado pelos gre-
gos Menecmo e Arquimedes, e pelo dra-
be Al-Hazem, mas que Khayam genera-
liza.

Educagio e Matemdtica n° 32
4° trimestre de 1994

Para o0 caso x° +bx = ¢, por exem-
plo, Khayam utiliza uma pardbola e uma
circunferéncia, como indicado na fig. 3.

x2= 2py
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A circunferéncia e a pardbola ficardo

definidas se relacionarmos QR e 2p,
respectivamente, com os coeficientes da



ctibica b e ¢, sendo P(x,y) o ponto de
interseccdo (distinto daorigem) das duas
curvas e solucdo da equacdo.
Utilizaremos nota¢cdes modernas para
encontrarmos essas relacdes.

Como P estd na paribola, x* =2 py

2 X ? 5 <
ou L) —.Como P estd na circunferén-
x Yy

cia, y € meio proporcional entre x e

OR-x,0u > ==Y

Vv DR
Entdo
il 2 X i
pz == _y o —— , pois
¥ (QR-x) QR-x

P = x(@ = x) (equagdo da circunfe-

réncia). Portanto x° =4p”OR — 4 p*x
oux’+4p*x=4p°0OR.Dai 4p* =b

ou2p=+be4p’OR=c ou@z%,

relagdes que pretendiamos encontrar.
Na préxima vez que falar da férmula
resolvente, a aplicar ou tratar da resolu-
cdo de equagdes, pense um pouco nos
processos geométricos propostos pelos
drabes e se se justificar lembre que a
formula € muito pratica mas ndo € tudo...
Jaagora, note que ndo se respondeu a
questdo quanto ao aparecimento da fér-
mula resolvente. Um desafio: procure
descobrir a sua origem e o seu
enquadramento histérico-matematico.

Nota: O texto em 4rabe foi tirado do livro
Histoire d’ Algorithmes, de Jean-Luc Chabert
e outros autores, da editora Belin.
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O Comité Nacional Espanhol do 8°
Congresso Internacional de-Educagio
Matematica (ICME-8) em nome da Co-
missdo Internacional de Instrucdo Mate-
matica (ICMI) e da Federacdo Espanho-
la de Sociedades de Professores de Ma-
temadtica, tem o prazer de anunciar que o
referido Congresso tera lugar em Sevi-
lha, Espanha, de 14 a 21 de Julho de
1996. Os anteriores ICME'S tiveram lu-
gar em Lyon (Franca), Exeter (Reino
Unido), Karlsruhe (Alemanha), Berkeley
(USA), Adelaida (Austrélia), Budapeste
(Hungria) e Quebec (Canadd) sob os
auspicios da ICMI, uma Comissdo da
Uniao Matematica Internacional (IML).

O ICME-8 pretende continuar esta
série de Congressos com o objectivo de
ampliar o desenvolvimento da educagéo
matematica para melhorar a aprendiza-
gem e o ensino da Matemadtica.
Convidamo-lo a participar no ICME-8,
em cujo programa se incluird uma ampla
variedade de actividades cientificas e

8° Congresso Internacional de

Educacdo Matemdtica

14 a 21 de Julho de 1996

Transcrevemos partes do texto incluido no primeiro aniincio deste importante Congresso:

um vasto programa cultural e social para
os congressistas e acompanhantes, e onde
terd a oportunidade de trocar opinides e
discutir novas ideias sobre os itens da
educagdo matemdtica, num contexto in-
ternacional.

Programa

OICME-8 conterd umrico programa
cientifico que cobrird as mais importan-
tes dreas da educag@o matemadtica e fard
frente aos cruciais problemas que pos-
sam ser de interesse para os 3500-4000
participantes que esperamos participem
neste Congresso.

As principais actividades incluirdo
Conferéncias plendrias e ordindrias, Gru-
pos de Trabalho, Grupos Temaéticos,
Mesas Redondas, Apresentacdes Nacio-
nais, Comunicacdes breves e Projectos.
Havera também exposicdes de livros,
software e diversos materiais para o en-
sino. Os Grupos de Estudo do ICMI e os
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organizadores dos distintos Semindrios
do ICMI contribuirdo no programa apre-
sentando relatdrios sobre as suas activi-
dades. Também se realizardo encontros
especiais (Assembleia do ICMI, Associ-
acoOes, Revistas, etc.). Cada participante
receberd um exemplar das Actas do Con-
gresso.

As linguas oficiais do Congresso se-
rdo aEspanholaealnglesa. Ndo obstante,
a maioria das sessdes realizar-se-30 em
inglés. Distintas informagdes, servicos e
tradugdes estardo disponiveis em outras
linguas.

No boletim APM Informagdo n° 22
sairam algumas informacdes sobre este
Congresso. A direccdo da APM tem es-
tado em contacto com a Sociedade
Andaluza de Educacdo Matemdtica
THALES no sentido de conseguir condi-
¢oes especiais de inscrigdo. Quando esta
revista for distrubuida, muito provavel-
mente jd existem novas informagades.
Contacte a sede da APM ((01) 7166424)

13




