Sobre o problema anterior

O problema proposto para o trimestre
que passou tinha a ver com o0 jogo dos
Sprouts, apresentado na secgdo Vamos
Jjogar. Relembremos as regras:

— Marcam-se alguns pontos numa
folha de papel.

— Cada jogada consiste em tragar
umalinha de um ponto paraoutro ou para
o préprio ponto, colocando um novo
ponto algures nessa linha.

— A linha pode ter qualquer forma
mas ndo pode cruzar-se consigo propria
nem com outra linha ji existente, nem
pode passar por qualquer ponto que jd
faga parte do jogo.

— De um ponto nao podem sair mais
de trés linhas.

— Os jogadores jogam alternada-
mente, ganhando quem fizer a tdltima
jogada. '

As questdes propostas foram estas:

1) Se o niimero inicial de pontos for
n, qual é o niimero mdximo de jogadas
possivel?

2) E o niimero minimo?

3) Se o niimero inicial de pontos for
2, qual dos jogadores, o primeiro ou o
segundo tem uma estratégia vencedora,

isto é, pode ganhar sempre, qualquer
que seja a forma como o adversdrio
jogue?

Grande (e triste) surpresa este tri-
mestre! Ninguém respondeu!

Onde est#o os apaixonados pelojogo?
Por onde andam os entusiastas da
resolugdo de problemas? Que terd
acontecido para que nem um dos habi-
tuais “clientes” desta sec¢fo tenha envi-
ado uma resposta? Serd que os que gos-
tam de jogar ndo apreciam aresolugao de
problemas, e vice-versa? Nao pode ser.
Nio acredito. E um mistério!

Mas pronto.

Vamos entio ao problema.

1) No inicio do jogo, cada ponto tem
trés “ramos livres”, ou seja, de cada
ponto vao poder sair ou chegar trés linhas.
Como hé n pontos, hd 3n ramos livres.

Cada jogada faz desaparecer dois
ramos livres mas cria um ponto com um
ramo livre. Portanto, em cada jogada, o
total de ramos livres decresce de uma
unidade.

O jogo termina obrigatoriamente
quando hé apenas um ramo livre, visto
serem preciso dois para se fazer uma
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jogada. O maximo de jogadas é portanto
de 3n-1.

Se comegarmos com 4 pontos podem
fazer-se 11 jogadas no maximo, como se
pode verificar neste exemplo. Os pontos
A, B, C e D sdo os iniciais e os outros
estdo numerados de acordo com a ordem
de aparecimento no jogo.

2) Quando se faz o méaximo de
jogadas, fica um tnico ponto com um
ramo livre. Foi o que aconteceu no
desenho anterior: todos os pontos t€m
trés ramos, excepto o iltimo, 0 11, que s6
tem dois.

Para se chegar ao minimo de jogadas
temos de tentar obter o maior nimero
possivel de pontos com um ramo livre.
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Problema proposto

L Quantas filhas tenho eu?
.

BODAS DE OURO

Os meus pais vivem numa casa rodeada de um pequeno pomar.

Para comemorar as bodas de ouro deram uma festa onde juntaram os 9 filhos e os 31 netos.

Resolveram também distribuir pelos netos as 470 romas que tinham colhido no pomar. Cadarapariga recebeu
mais 7 romds que cada rapaz (e ninguém soube explicar esta preferéncia pelas raparigas...).

Ao chegar a casa reparei que os meus mitdos (rapazes e raparigas) tinham trazido um total de 74 romas.
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Estes pontos tém, é claro, de estar isola-
dos uns dos outros, para néo se poderem
ligar entre si.

Ora h4 um processo de se conseguir
um ponto isolado s6 com dois ramos a
partir de cada ponto inicial. Por exem-
plo, a primeira jogada é ligar o ponto A
asi préprio, criando o ponto 1. Na segun-
da jogada liga-se 1 com A pelo interior.
O novo ponto 2 fica isolado do resto dos
pontos iniciais, enquanto que o Aeo 1
ficam completos.

1 1
A A
12 jogada 22 jogada

Assim, em duas jogadas elimindmos
toda a "capacidade geradora” do ponto
inicial A. Podemos fazer o mesmo para
os restantes pontos iniciais e o jogo aca-
ba ao fim de 2n jogadas.

Eis um exemplo para 4 pontos inici-
ais. O jogo termina ao fim de 8 jogadas,
apesar de haver ainda 4 pontos s6 com
dois ramos.

A B C D

3) Vejamos agora, comegando com
dois pontos, quem pode ganhar sempre o
jogo desde que jogue bem.

O médximo de jogadas € 2%3-1 =35,

O minimo de jogadas € 22 = 4.

O segundo jogador s6 ganha quando
o nimero de jogadas é par, portanto 4
neste caso. Para isso terd de criar um
segundo ponto com dois ramos livres. Se
0 conseguir sem que o primeiro jogador
0 possa evitar, ganha sempre.

Ora realmente isso é possivel. Veja-
mos como.

Na primeira jogada, o primeiro joga-
dor tem trés hipoteses.

I) Se ligar o ponto A a si préprio, 0
segundo jogador liga o novo ponto 1 ao
ponto A pelo interior da zona fechada. O
ponto criado 2 fica isolado do resto do
jogo. A 3" e 4* jogadas sdo obrigatorias e
o segundo jogador ganha.

1I) Se na primeira jogada o ponto A
for ligado a si proprio envolvendo B, a
situacfio é equivalente a I, bastando o
segundo jogador ligar A com 1 pela parte
de fora.

A terceira e quarta jogadas terdo de
ser feitas na zona fechada e a vitéria vai
para o segundo jogador.

III) Se a primeira jogada for ligar A
com B, o segundo jogador liga também
A com B. Criam-se assim duas zonas
separadas, ficando os 4 pontos todos
com um ramo livre.

O primeiro jogador tem de ligar de-
pois dois quaisquer dos pontos por uma
das zonas. Entdo, o segundo jogador liga
os outros dois pontos através da zona
contraria. Os dois novos pontos criados
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nfo se podem ligar entre si € 0 primeiro
jogador perde.

Algumas consideracdes mais

Este jogo foi inventado em 1967 con-
juntamente por John Conway, professor
de Matemitica na Universidade de
Cambridge e Michael Paterson, que fa-
zia uma pés-graduacdo na mesma uni-
versidade.

A andlise do jogo com 3 pontos de
partida é um pouco mais complicada,
mas estd ao alcance de um jogador mais
interessado. Conway mostrou que o pri-
meiro jogador pode ganhar sempre.

Segundo conta Martin Gardner em
"Mathematical Carnival”, Denis
Mollison, um estudante daquela univer-
sidade, demonstrou que é também o pri-
meiro jogador quem tem a estratégia
ganhadora quando se comega com 4 ou
com 5 pontos.

Mollison apostou depois com
Conway que era capaz de descobrir a
estratégia vencedora para 6 pontos inici-
ais em menos de um més.

Ganhou a aposta publicando um arti-
go de 49 paginas em que mostra que € 0
segundo jogador que estd em vantagem.

Para 7 e 8 pontos, Gardner diz ndo
saber quem tem vantagem, apesar de ji
terem sido feitos vérios estudos. Na opi-
nido de Conway, a andlise do jogo com 8
pontos iniciais ultrapassa a capacidade
dos computadores actuais.

Uma variante

Ojogo tem uma variante que mantém
todas as regras excepto uma:

- perde quem fizer a dltima jogada.

Este jogo estd estudado até aos 4 pon-
tos iniciais. A partir daf ninguém sabe
qual dos jogadores estd em vantagem.

José Paulo Viana
Esc. Sec. Vergilio Ferreira (Carnide)
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