Contagens, Grafos e Matrizes nos
nossos programas? Talvez um dia...

Em varios paises,
topicos de
Matematica Discreta,
como problemas
combinatorios, grafos
e matrizes,
comecgaram a ser
considerados nos
programas escolares,
tanto ao nivel do
ensino basico como
do secundario. Em
Portugal, nem por
isso0... Mas talvez seja
util que comecemos a
discutir uma questao
de indiscutivel
actualidade.

No n° 29 da revista Educagdo e Ma-
temdtica dois artigos focam aimporténcia
nos nossos dias e o potencial interesse
educativo de topicos de Matemadtica
Discreta, nomeadamente ligados a Teo-
ria dos Grafos, que nunca fizeram parte
dos programas de Matematica do ensino
ndo superior nem foram considerados no
ambito da nova reforma.

Candelaria Espinel Febles, no artigo
“Matrizes por detrds das redes”, mostra
como as redes e as matrizes permitem
abordar problemas actuais da realidade
numa perspectiva de modelagdo mate-
matica. Cecilia Perdigdo, em “Um breve
olhar sobre os grafos”, argumenta que
vérios topicos da Teoria dos Grafos po-
deriam com vantagem ser considerados
nos programas de Matemadtica do ensino
secundario, atendendo as suas inumeras
aplicacdes, a simplicidade dos conceitos
envolvidos e ao seu potencial para de-
senvolver aspectos da resolucdo de pro-
blemas como a visualizacdo de situacdes
e a esquematizacdo de raciocinios.

O NCTM, nas Normas (1989/1991),
propde a inclusdo de topicos de Mate-
matica Discreta nos curriculos. A Norma
12 para os niveis de escolaridade do 9° ao
12° anos refere que devem ser proporci-
onadas a todos os alunos actividades
como a representacio de situa¢des pro-
blemadticas através de grafos, matrizes,
sucessoes e relagdes de recorréncia, a
construcdo e andlise de algoritmos ou a
resolucdo de problemas envolvendo
contagens e probabilidades finitas. Para
as Normas, a Matematica Discreta diz
respeito as propriedades matematicas de
conjuntos e sistemas numeraveis, e 0 seu
estudo € indispensdvel no mundo do
processamento da informacio e na re-
solucdo de problemas que envolvam
métodos computacionais. O NCTM ar-
gumenta que “os computadores sdo es-
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sencialmente maquinas finitas e discre-
tas” que vém exercendo uma influéncia
crescente nos modos de criar e usar a
Matematica.

Na Holanda, a dltima reforma dos
programas para o ciclo inicial do secun-
ddrio (alunos dos 12 aos 16 anos) assu-
miu uma perspectiva muito critica face
aos “velhos programas” — que promo-
viam um ensino formal baseado na teoria
dos conjuntos — e adoptou uma aborda-
gem que valoriza o papel da Matematica
nainterpretacdo eresolucio de problemas
da realidade. G. van den Heuvel e H.
Krabbendam (1991) explicam como essa
abordagem conduziu a op¢éo de “incluir
elementos de Matemética Discretacomo
uma parte substancial do programa para
alunos de 12-16 anos”. A importancia
crescente na sociedade de problemas
matematicos envolvendo “redes” (rela-
cionados por exemplo com questdes de
transito ou de comércio, implicando pro-
blemas de optimizacdo e de tomada de
decisdes), assim como o valor do racio-
cinio combinatorio presente em muitas
situagdes em que € preciso fazer conta-
gens de um modo organizado, levou-os a
considerar que: (i) os grafos podem
constituir um ponto de partida para
visualizar e criar modelos de situagdes;
(il) a compreensdo (nfo a execugdo) de
algoritmos € um aspecto relevante que se
segue a criagdo de um modelo; e (iii) o
raciocinio ligado aos problemas
combinatérios € um apoio essencial a
compreensdo desses algoritmos.

No nosso pais, ndo hd tradi¢do de
ensino destes tépicos que ndo foram se-
quer considerados nos novos programas.
E certo que, no caso do 3° ciclo do ensino
bésico, nota-se algumasensibilidade para
a ideia de valorizar o estudo de relacdes
e sequéncias envolvendo os niimeros
naturais, umaideia que poderia dar corpo
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a uma nova 4rea nos programas, conti-
nuando-se com problemas combinatdrios
e com outros tépicos de Matemadtica
Discreta. No entanto, isso ndo sucede. O
célculo combinatério surge apenas no
final do secunddrio (passou mesmo do
11° para o 12° ano) e € apresentado nessa
altura de um modo formal, ligado aos
arranjos e combinagdes. Outros tépicos,
como os grafos e as matrizes, nem sequer
sdo considerados.

A experiéncia do Projecto
MAT789

O curriculo experimental que o Pro-
jecto MAT789 desenvolveu entre 1988 e
1992 incluiu varios tépicos de Matema-
tica Discreta. Uma das inovagdes foi a
introdugdo de uma unidade de “Proble-
mas de Contagem” no 7° ano. Os alunos
exploraram diversas situagdes da reali-
dade que envolviam processos de con-
tagem, como por exemplo:

* um estudo sobre o cédigo Morse
(usando apenas pontos e tragos, quantas
letras podem ser representadas com dois,
trés, quatro... sinais?);

eum estudo sobre o sistema de apostas
multiplas do Totobola (a quantas apostas
simples correspondem duas triplas, ou
trés duplas, ou... ?).

Estes problemas foram abordados de
uma forma experimental, utilizando-se
materiais e dando-se prioridade a cons-
trucdo de processos organizados de
contagem. A continuacdo consistiu no
estudo de situagGes como a organizacdo
de calendarios para torneios desportivos
(porexemplo, quantos jogos haverd numa
prova com um certo nimero de equipas
do tipo campeonato a uma volta?) e na
resolugdo de outros problemas combina-
térios (por exemplo, quantos apertos de
mao haverd entre quatro pessoas se todas
se cumprimentarem umas as outras?).
Note-se que ndo houve qualquer preo-
cupacdo de introduzir aspectos formais
ligados ao célculo combinatério. Em
termos conceptuais, procurou-se apenas
destacar o papel de um principio funda-
mental neste dominio: aregrado produto.
Um trabalho particularmente significa-
tivo que os alunos fizeram nesta altura
foi um estudo sobre as possibilidades e
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limitagGes dos sistemas de matriculas de
automoveis usados em vérios paises.

H4 alguma evidéncia de efeitos posi-
tivos do contacto dos alunos com este
tipo de problemas. As vantagens dizem
respeito a experiéncia com situagdes que
envolvem um raciocinio combinatério e
ndo a aprendizagem de regras para re-
solver certos tipos de problemas. Um dos
nossos alunos, no fim do 7° ano, declarou
que havia apreciado especialmente “o
Totobola e a Geometria por causa das
mentalidades que era preciso usar”,
lembrando-se provavelmente das conta-
gens de vértices e arestas em varios soli-
dos e estabelecendo uma curiosa relagio
entre dois tdpicos aparentemente tio di-
ferentes. Uma aluna de uma destas tur-
mas, dois anos mais tarde, argumentou
com um colega que o produto de dois
trinémios iria dar lugar a 9 termos (e ndo
a6 como o colega dizia) porque “¢€ exac-
tamente como duas triplas do Totobola
que sdo 9 apostas e ndo 6”.

Para o 9° ano, o Projecto MAT789
preparou uma unidade sobre Grafos e
Matrizes que foi trabalhada apenas numa
das turmas experimentais mas forneceu
indicag0es interessantes.

Grafos e matrizes no 92 ano

O ponto de partida foi a ficha de
trabalho “Passeio pelas ilhas” (Fig. 1)
inspirada na brochura “Graafwerk” que
a experiéncia holandesa atras referida
produzira em 1989. Seguindo a opgdo
dos holandeses, comegou-se por uma
situacdo de natureza geografica que, em
principio, € mais concreta e sugestiva
relativamente ao uso dos grafos. A lti-
ma questdo da ficha procurava, no en-
tanto, iniciar uma reflexdo sobre a dife-
renga entre um mapa e um grafo como
modelos de uma situacio.

A proposta de trabalho seguinte con-
sistiu basicamente na ficha de trabalho
intitulada “Torneio de Voleibol” que se
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Passeio pelas ilhas

-

Imagina que o avido te leva até ailha Terceira e, ai,

| consultas umatabela com as ligacoes de barco (ida
| . - . P .
| evolta) disponiveis naquela época entre asilhas do

grupo central dos Acgores.

Terceira - Faial
Terceira - Graciosa
Faial - Pico

Faial - S. Jorge

S. Jorge - Graciosa

2. Imagina agora que querias visitar todas as ilhas mas indo a cada uma delas
apenas uma vez. Serd possivel? Se sim, como ? Se ndo, que novas ligagbes
deveriam ser acrescentadas para que tal fosse possivel?

1. Planeia um passeio pelas ilhas, a tua escolha. Comeca e acaba na Terceira
porque é ai que o avido aterra e descola.

GRACIOSA

: i
%mﬁ- |

TERCEIR4

il

27
dngra

pP/CO

3. Qual serd o menor nimero de ligac6es de barco para que um passeio como
aquele que é sugerido em 2 seja possivel?

4. Poderias responder as questdes anteriores sem o mapa?

| Comenta esta questéo.

o

Fig. 1 - Ficha de trabalho n°1 da unidade “Grafos e Matrizes” (Projecto MAT?789, 1991-92).
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reproduz neste nimero da Revista, na
seccdo Materiais para a aula de Mate-
mdtica. A ideia eraretomar a abordagem
de problemas combinatoérios iniciadaem
anos anteriores mas relacionando-a ago-
ra com o uso dos grafos como forma de
representar umasituacdo. Por outrolado,
estaficha constituiaum complementoda
anterior no sentido em que, abandonan-
do as situagdes geograficas, poderia con-
tribuir para se caminhar em direc¢do a
uma no¢do mais abstracta de grafo.

O terceiro grupo de actividades in-
troduzia, de um modo informal, a noc¢do
de grafo e procurava relacioné-la com as
situacGes exploradas anteriormente:

“Um grafo é um esquema constituido
por vérios pontos e ligagdes entre alguns
deles.

Num grafo, ndo importa a precisdo
doslocais onde sdo colocados os pontos,
apenas interessa o niimero de pontos e as
ligacdes entre eles.

Também se usam os nomes de vérti-
ces (para os pontos) e arestas (para as
ligacdes).

1. Indica o que sdo os pontos € 0 que
sdo as ligacdes no caso

a) do passeio pelas ilhas;

b) do torneio de voleibol.

Gl

Este grupo de actividades incluia
depois questdes sobre grafos idénticos
{embora aparentemente muito diferen-
tes), exploracdes em torno de problemas
conhecidos (ver Fig. 2) e ainda referén-
cias a problemas cldssicos como o das
pontes de Konigsberg que o matemético
alemdo Euler tera estudado usando pro-
cessos deraciociniorelevantes na Teoria
dos Grafos.

Seguiu-se o Jogo dos Sprouts, uma
actividade que proporciona a procura de
estratégias ganhadoras num jogo que
decorre num “ambiente de grafos” (ver a
sec¢do Vamos Jogar deste nimero da
Revista).

A transicfo para as matrizes e a sua
relacdio com os grafos foram estabelecidas

Comenta.

seria ainda possivel?

de arestas que sai de cada ponto?

\a questao.

Se a casa nao tivesse “telhado”, o problema anterior

Havera alguma relagdo entre este problema e o nimero

Arranja mais alguns exemplos a tua escolha e comenta

Desenha esta “casa” sem levantares o lapis do papel
e sem passares mais do que uma vez por cada linha.
Pode-se comecar e terminar num ponto qualquer?

Fig. 2 - Exemplos de actividades de explorag@o propostas a alunos do 9° ano no ambito da
unidade “Grafos e Matrizes” (Projecto MAT?789, 1991-92).

a partir de uma ficha de trabalho em que
se explorava uma situag@o que podia ser
representada por ambos 0s processos.

A ficha foi adaptada de uma ideia de
Glidden (1990). Partia-se de uma situa-
cdo em que quatro miradouros e os ca-
minhos entre eles eram representados
por pontos e linhas respectivamente.
Depois, propunha-se uma representacao
através de uma tabela de duas entradas,
na qual se indicava o nimero de “cami-
nhos directos” entre cada par de pontos,
e (de um modo mais simplificado) atra-
vés de uma matriz (Fig. 3).

Questdes sobre o significado, nasitu-
acdoreal, da soma dos elementos de uma
linha, de uma coluna e de toda a matriz
ajudaram a dar sentido a esta nova forma
de representagdo e a relaciond-la com a
anterior.

Um prolongamento possivel consis-
te em considerar que alguns caminhos s
podem ser percorridos num sentido e em
refazer a actividade neste pressuposto, o
que corresponde a trabalhar com a ideia
de “grafos direccionados”.

Finalmente, o uso de matrizes numa
situac@o da realidade, em que a soma de
matrizes e o produto de um nimero por
uma matriz adquirem um significado
concreto, foi introduzido aos alunos
através deuma fichade trabalhointitulada
“Matrizes num fim-de-semana...”, que
se reproduz na sec¢do Materiais para a
aula de Matemdtica. Esta ficha foi con-
cebida pela equipa do Projecto MAT789
e constituiu a dltima actividade da uni-
dade “Grafos e Matrizes”.
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Fig. 3

A experiéncia revelou-se muito
encorajadora quanto as “potencialidades
curriculares” no 9° ano — ou até mais
cedo como propdem Hart, Maltas e Rich
(1990) — de um tema que € muito pouco
exigente do ponto de vista dos pré-requi-
sitos necessdrios e que, a0 mesmo tem-
po, € susceptivel de proporcionar aos
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alunos actividades interessantes de in-
vestigacdo e modelacdo no contexto de
situacdes da realidade.

Um exemplo significativo

A colocag@o de um sistema de sema-
foros num cruzamento (que Cecilia Per-
digdo discute no n°® 29 de Educagdo e
Matemdtica) constitui um excelente
exemplo do interesse que poderia ter a
inclusdo destes topicos nos curriculos
escolares. A situag@o, de resto, inspirou
o concurso “Matemdtica & Realidade”
que o Projecto MAT789 promoveu ha
dois anos (Abrantes, 1992). O problema
dirigiu-se a alunos do 9° ano que nfo
tinham ainda conhecimentos sobre ma-
trizes mas, numa perspectiva curriculare
com alunos do secundario, poderia ori-
ginar uma interessante exploragdo
sugerida por Verhage (1987), que a se-
guir se apresenta numa versao adaptada:

No cruzamento desenhado na Fig. 4
existem semaforos de todas e para todas
as direcgoes A, B e C.

Fig. 4

A matriz L indica o nimero médio de
carros que durante umadeterminada hora
do dia circulam nas vdrias direccdes:

de “AT0" 515 811
B B |[613 0 182
C . l390 574 0
B C
para

Por exemplo, circulam 515 carros de
A para B, 182 carros de B para C, 574
carros de C para B, etc.

As matrizes Ml, M2 e M3 indicam o
tempo (em minutos) durante o qual cada
um dos semaforos esta aberto de cada
vez (aquela hora):

20

L 1/2 02,

Por exemplo: durante 1 minuto estdo
verdes os semaforos A—>B,A—>C e
B —> A; em seguida, estdo verdes du-
rante meio minuto B—>A,B—>C ¢
C —> B; etc.

1. Constréi a matriz M=M, + M, + M,
Que significa M na situacdo real?

2. Constréi a matriz 30M. Que significa
30M na situagdo?

3. Enquanto um sinal estd verde passam
20 carros por minuto. Constréi a matriz
que indica o ndmero total de carros que
podem passar em cada direc¢do durante
uma hora.

4. Compara a matriz construida em 3
com a matriz inicial L. Achas que deve-
riam ser modificados os tempos de aber-
tura dos varios semaforos? Que mudan-
¢as proporias em M, M, e M,?

5. Faz uma apreciagfo critica desta for-
ma de matematizar a organizacdo do
transito naquele cruzamento.

Para responder a estas questdes, é
preciso saber como se somam duas ma-
trizes € como se multiplica um nimero
por uma matriz. Mas isso € facil e pode
ser explicado com um exemplo simples
(veja-se a ficha de trabalho “Matrizes
num fim-se-semana” na secg¢do Materi-
ais para a aula de Matemdtica).

O uso de um computador para simu-
lar a situag@o, estudando-se os efeitos de
diversas modifica¢Ges no sistema, pode-
ré enriquecer muito a actividade e ajudar
a centrar a atencdo no uso e critica do
modelo matemdtico presente.
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Materiais para a aula
de Matematica

As duas fichas de trabalho que se
reproduzem a seguir integraram a unida-
de sobre Grafos e Matrizes que o Projec-
to MAT?789 desenvolveu numa turma
experimental do 9°ano em 1992. Os seus
objectivos e a sequéncia em que foram
usadas estdo explicados no artigo acima.
Mas, mesmo noutro contexto, elas po-
dem proporcionar interessantes activi-
dades de exploracao a alunos do 3° ciclo
do Ensino Basico.

O mesmo se aplica ao jogo dos
Sprouts, incluido na seccio Vamos Jo-
gar, o qual podera ainda suscitar a dis-
cussdo de estratégias ganhadoras e de
problemas como o de tentar descobrir se
existe um mimero maximo de jogadas e,
em caso afirmativo, qual é esse nimero
(a este respeito ver ainda a secc¢do O
problema do trimestre).



