A Teoria dos Grafos
¢ uma das areas da
Matematica que
maior interesse
desperta nos alunos,
nao so pela
simplicidade dos
conceitos e da clareza
dos resultados mas,
também, e
principalmente, pelas
suas inimeras
aplicacoes.

Embora a Teoria de Grafos tenha
surgido para resolver problemas de in-
dole recreativa tem hoje aplicagdes nas
mais diversas dreas, desde a biologia, a
quimica e a engenharia, como até mes-
mo na musica ou na arqueologia.

Mas, afinal, o que é um grafo?

Um grafo é, essencialmente, um di-
agrama formado por pontos, aos quais
damos o nome de vértices, e por linhas,
as quais damos o nome de arcos. Cada
um destes arcos une exactamente dois
vértices, podendo ter uma dada orienta-
cdo (nesse caso dizemos que se trata
dum grafo orientado), ou mesmo ter
associado um certo valor a que chama-
mos a capacidade do arco.

Este tipo de diagrama permite
esquematizar diversas situacdes em
muitas dreas cientificas e tecnoldgicas
ou mesmo simples realidades da vida
quotidiana. Assim, um grafo pode utili-
zar-se para representar moléculas, ma-
pas de estradas, relacdes internacionais
ou mesmo reacgdes quimicas; para isso,
e em primeiro lugar, é necessdrio que
sejam escolhidos, devidamente, os vér-
tices e os arcos de tal grafo, depois, basta
representd-los numa folha de papel!

Para os exemplos atrds apresenta-
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dos, podiamos escolher os respectivos
vértices e arcos como indicado na tabela
inserida nesta pagina.

Naturalmente, esta ndo-€ a tinica for-
ma de utilizar os grafos. E, digamos, a
mais primadria de os utilizar, isto porque
o problema é apenas esquematizado mas
ndo resolvido. H4 porém, aplicacdes
menos primarias e bastante mais produ-
tivas da Teoria de Grafos. Assim, € pos-
sivel resolver problemas como:

Qual o caminho mais curto entre
duas cidades?

Quantas moléculas existem com a
formula C.H,,?

E possivel colorir um mapa com ape-
nas 4 cores de forma a que regides adja-
centes ndo tenham a mesma cor?

Ou mesmo,

Como por a funcionar os semdforos
dum cruzamento?

A excepcdo do tltimo, todos estes
problemas necessitam do conhecimento
de alguns resultados bésicos da Teoria
de Grafos. Nao quero deixar, no entanto
de mostrar qual a resolucéo possivel do
ultimo problema utilizando pouco mais
do que a esquematiza¢do do problema
através dum grafo.

Vamos entdo referir um problema
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deste tipo apresentado por K. R. Wilson
e J. Watkins no livro Graphs. An
introductory approach (1990). Consi-
deremos, entdo, o cruzamento da fig. 1.

Suponhamos que se querem instalar
neste cruzamento semaforos, de forma
que nenhum carro espere mais do que um
minuto no respectivo seméforo. Cons-
truamos, em primeiro lugar o grafo que
esquematiza a situacdo; as direcgdes a,
b,c,d, e e f, fazemos corresponder os
vértices do grafo, existindo um arco a
ligar dois destes vértices sempre que as
direcgdes correspondentes sejam com-
pativeis, ou seja, sempre que seja possi-
vel dois carros seguirem essas direc¢des
simultaneamente. Obtemos, assim, o
chamado grafo das compatibilidades (ver
fig. 2).
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fig. 2

Representemos por um circulo, o
minuto ao fim do qual ja todos os sem4-
foros passaram a verde pelo menos uma
vez, e por linhas paralelas ao circulo as
direccdes que tém o seméforo verde nes-
se periodo de tempo. Claramente que é
sempre possivel a solucdo indicada na
figura 3.
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Mas, esta solucdo, ndo €, com certe-
za, a mais satisfatdria pois, desta forma,
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cada semaforo estaria vermelho exacta-
mente 50 segundos, e verde apenas 10,
facto que iria prejudicar o escoamento
do transito no cruzamento.
Como melhorar esta situagao?
Antes de mais, € preciso ter em con-
sideracdo alguns conceitos basicos:
Chamamos subgrafo dum grafo G a
um novo grafo cujo conjunto de vértices
¢ um subconjunto do conjunto de vérti-
ces do grafo inicial, e de tal forma que
existe um arco a ligar dois vértices se, e
8O se, esse arco existia em G.
Dizemos que um grafo é completo se,
e s6 se, qualquer que seja o par de vérti-
ces do grafo existe um arco a ligé-los.
Posto isto, € relativamente simples
entender a seguinte estratégia para a re-
solucdo do problema:
1. Construir o grafo das compatibilida-
des.
2.Encontrar o maior subgrafo completo
contido no grafo anterior.
3.Dividir o tempo disponivel pelo ni-
mero minimo de subgrafos completos
que cobrem o total dos vértices.
4.Colocar para cada um destes periodos
de tempo os vértices correspondentes
a cada um destes subgrafos.
Pode agora construir-se um esque-
ma semelhante ao anterior (ver fig. 4),
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seguindo os diversos pontos da estraté-
gia atrds descrita.

Repare-se que, desta forma, as direc-
¢des a, e, e c estdo com sinal verde 40s e
as direcgdes b, f, e d durante 20s. Esta
situagdo ¢é bastante mais favoravel do
que a anterior, apesar de poder ser me-
lhorada se se tiver em conta o fluxo do
trafego em cada uma das direcc¢oes.

A simplicidade de resolucdo destes
problemas e a variedade de aplicagdes
possiveis, que atras referi, evidenciam
algumas das vantagens que poderia ter a
inclusdo deste item nos programas da
disciplina de Matemética do ensino se-
cunddrio.

Os grafos sdo uma estrutura simples
e natural que permite a visualizacdo ge-
ral dum problema e a esquematizac¢do do
raciocinio. Desta forma os alunos terdo
mais facilidade em resolver certo tipo de
problemas e, o que € ainda mais impor-
tante, em perceber qual é o problema,
quais os dados disponiveis e quais as
estratégias possiveis para o tentar resol-
ver. Além disso, dao a possibilidade de
resolver problemas praticos, ligando
muito mais a Matematica a sua experién-
cia de vida. Finalmente, pela sua varie-
dade de aplicagdes e pelas dreas
abrangidas por estas, os grafos permitem
uma interdisciplinaridade com todas as
disciplinas do ensino secunddrio, estan-
do assim perfeitamente de acordo com a
filosofia da novareforma do ensino bési-
co e secunddrio.
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