As redes permitem
modelar alguns
fenomenos da nossa
complexa sociedade
€ as matrizes
permitem armazenar
a informacgao contida
‘ no modelo.
Operar com matrizes,
como estruturas
discretas que sdo, €
tarefa do computador.
 Codificar a
informacao e
interpretar o seu
significado diz
respeito ao homem.

Matrizes por detras das redes

Candelaria Espinel Febles

“Os professores ensinam a Matemaética do passado, os alunos viverdo o futuro.”

Nas linhas seguintes descrevo o am-
biente que utilizei com os meus alunos
para que conhecessem alguns problemas
de matematica discreta. Isto também me
deu a oportunidade de introduzir algu-
mas nogdes da teoria de grafos.

Matrizes

A figura 1 mostra seis cidades espa-
nholas, préximas de Portugal: Badajoz
(B), Céceres (C), Mérida (M), Zafra (7Z),
Cérdova (D) e Sevilla (S).

Ubiratan d’ Ambrosio, VI JAEM, 1993

Escolheram-se oito das estradas que
as ligam, e p, q, r € s representam as
quatro zonas ou regides que estas estra-
das determinam. A informagfo que o
gréfico fornece pode ser recolhida atra-
vés de vdrias matrizes. Consideremos as
matrizes como tabelas de dupla entrada
onde se guarda informacao codificada.
Uma forma de codificar arede através de
matrizes € assinalar um 1 se umarelacéo
é verdadeira e O se é falsa. ’

As matrizes que se seguem, além de
recompilarem diversa informagdo pre-
sente no gréfico, submetem-se a algu-
mas operacdes elementares que permi-
tem obter mais dados sobre a rede, que
por sua vez resolvem alguns problemas
da nossa complexa sociedade.

M1 — As seis cidades estéo ligadas
por oito estradas (fig. 2)

Quando uma estrada passa por uma
determinada cidade, coloca-se um 1 na
matriz e 0 caso assim ndo seja. Ao adici-
onar os elementos da matriz por linhas
obtém-se o respectivo nimero de estra-
das que saem de cada cidade. Ao adicio-
nar por colunas, obtém-se sempre um 2,
que nos indica que as estradas tém uma
cidade em cada extremo.

Estradas
1 3 3 4 5 6 7 8
B 1 0 1 0 1 0 0 g
; C 1 1 0 0 0 0 0 02
Cidades M | o 1 1 |t 0 g
z 0 0 0 1 1 1 0 il
D 0 0 0 0 0 1 1 o] 2
S 0 0 0 0 0 0 1 |
% 2 2 2 2 2 2 2
fig.2
/
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M2 — Existem quatro regibes sepa-
radas por oito estradas (fig. 3)

Codificou-se por 1 uma estrada se
esta limita uma regido e por 0 no outro
caso. Ao adicionar por linhas obtém-se o
nimero de estradas que limitam cada
regido. Ao adicionar por colunas obte-
mos sempre um 2, isto é, ha uma regido
de cada lado da estrada.

M3 — Existem cinco cidades que
estdo em quatro regibes (fig. 4)

O | indica que uma cidade estd nessa
regido. A adicdo por linhas da o nimero
de regides que uma cidade limita. Ao
adicionar por colunas obtém-se o nime-
ro de cidades que estdo na fronteira de
cada regido. Note-se que a féormula de
Euler se verifica:

Cidades + Regioes — Estradas = 2

conhecida na Geometria por:

Vértices + Superficies — Arestas = 2.

Nas trés matrizes anteriores reco-
lheu-se a relacdo de incidéncia de trés
conjuntos: Cidades, Regides e Estradas.
Também € possivel associar um conjun-
to consigo préprio. Assim, na seguinte
matriz estd patente uma relacdo de
adjacéncia entre cidades.

M4 — Cidades ligadas por uma es-
trada

Temos uma matriz Y, quadrada e si-
métrica (fig. 5). Ao multiplicar esta ma-
triz por si mesma, obtem-se uma nova
matriz > (fig. 6) que nos dd o nimero de
trajectorias distintas de tamanho dois de
uma cidade para outra. Por exemplo,
para ir de Badajoz a Mérida, utilizando
duas estradas no trajecto, existem duas
formas distintas. Contudo, de Badajoz a
Cordoba utilizando duas estradas apenas
existe uma tnica forma. Analogamente,
cada elemento de Y dd o nimero de
trajectorias distintas de tamanho trés de
uma cidade para outra. :

M5 — Trajectdrias mais curtas entre
cidades (fig. 7)

Os elementos da matriz ddo o niime-
ro minimo de estradas que necessitamos
de utilizar para ir de uma cidade para
outra. Assim temos trajectos que utili-
zam 1, 2 ou 3 estradas. O 3 € o didmetro
ou distancia méxima entre cidades.

Estradas

| B Sl 4 5 6 7 8
i 1 1 0 0 0 0 0 0
Regices 4 0 0 1 1 1 0 0 0
L 0 0 0 0 0 1 1 1
E 1 1 0 1 1 1 1 1
J 2 2 2 2 2 2 2
fig.3
Cidades
B C M. D S
P 1 1 1 0 0 0 3
R I R e 1 . 0 0 ) 2
r 0 0 0 1 1 1 3
s 1 1 1 1 1 1 4
2 ) ) 2 2 )
fig. 4
Cidades
B c M Z D S
B 0 1 1 1 0 0
€ 1 0 1 0 0 0
Cidades M 1 1 0 1 0 0
Z 1 0 1 0 1 1
D 0 0 0 1 0 1
S 0 0 0 1 1 0
fig.5
B C N D S
B 3 1 ) 1 1 1
C 1 9 1 2 0 0
Molo2 1 3 1 1 1
Z 1 7 1 4 0 1
D 1 0 1 1 2 1
S 1 0 1 1 1 2
fig.6
B M Z D S
B 0 1 1 1 2 2
C 1 0 1 2) 3 3
M 1 1 0 1 6] 2
7 1 2 1 0 1 1
D ) 3 2 1 0 1
S 5 3 2 1 1 0
fig.7
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M6 — Matriz de disténcias (fig. 8)
A matriz simétrica com as distincias
em quilémetros € aquela que por vezes
acompanha os mapas das estradas. No
nosso caso, os dados foram adaptados.

Problemas

P1 — Localizagdo de centros

No nosso exemplo é evidente que
Zafra é uma espécie de centro, niio por
ser capital de provincia, mas pela sua
localiza¢@o. Qualquer fenémeno, como
uma inundacao desta cidade, afectaria as
restantes cidades, em especial as comu-
nicagdes das cidades que estdio a norte de
Zafra com as do sul, partindo do pressu-
posto que apenas dispunhamos da rede
de estradas assinaladas.

A nossa percep¢ao sobre a importan-
cia de Zafra é confirmada através da ma-
triz M5. Ao adicionar os elementos da
matriz por linhas ou colunas obtem-se:

B C M Z D S
T 1027 256,929

A Zafra corresponde um valor mini-
mo de 6. Por isso Zafra é o centro. Um
centro € a cidade com a propriedade da
distincia maxima entre essa cidade e as
outras ser a menor possivel.

Os problemas de escolha de um lugar
que obedega a um determinado critério,
sdo conhecidos comolocalizag¢o de plan-
tas. Pensemos, por exemplo, num pro-
blema de Ecologia: colocar depésitos de
dgua para apagar incéndios florestais,
onde o objectivo é minimizar o tempo
entre o foco de emergéncia e os locais
onde se colocam os depésitos. Evidente-
mente que poderd ser melhor dispor de
vérios centros. Outros exemplos de pro-
blemas de localizacéo de plantas que se
apresentam com mais frequéncia na nos-
sa complexa sociedade sdo: determinar
onde colocar centros de emergénciacomo
hospitais, servigo de bombeiros, estaciio
de autocarros, aeroportos, centros de re-
siduos sélidos, ... O critério pelo qual se
escolhe o centro pode mudar de acordo
com o exemplo que se escolha.

P2 — Percursos eulerianos

Se o Ministério dos Transportes de-
cide rever os sinais de trinsito das oito
estradas assinaladas, evidentemente que
tem de passar por cada uma delas. Mas,

Badajoz Ciceres Mérida Zafra Coérdoba Sevilla

Badajoz ° 90
Caceres e e
Meérida ° e
Zafra ° 0
Cérdoba o °
Sevilla o °

fig.8

como ¢éfacil de perceber, seria desejavel
ndo ter que voltar a passar por nenhuma
estrada uma segunda vez. O técnico en-
carregado questiona-se se isto serd pos-
sivel. Por tentativa e erro pode concluir-
se queaunicasolugdo é partir de Badajoz
para chegar a Mérida ou vice-versa.

Na matriz M1 de cidades—estradas
observa-se que Badajoz e Mérida sdo as
duas tinicas cidades ligadas com um ni-
mero {mpar de estradas.

B C M Z D S
REnEosiel i e )M e

O nome deste percurso deve-se a
Euler que em 1736 descobriu esta classe
de percursos com o famoso problema
das pontes de Kénigsberg. Pode-se per-
correr sem “repetir’” nenhuma estrada se
ndo existir nenhuma cidade com um nd-
mero impar de estradas. Se apenas exis-
tem duas cidades fmpares, entdo pode-se
fazer o percurso partindo de uma das
cidades {mpares e acabando na outra,
mas nao se pode voltar a cidade de parti-
da. Os percursos eulerianos sio de maxi-
mo interesse nos projectos de edificios
publicos como museus ou na colocagdo
de pavilhdes em exposicdes.

O “problema do carteiro chinés”,
consiste em procurar um percurso
euleriano, caso este exista, tentando tam-
bém que a distdncia a percorrer seja a
mais curta possivel. Em matematica dis-
creta, este problemaficou conhecido pre-
cisamente com este nome e tem vérias
aplicagdes como: distribui¢io de cor-
reio, recolha de lixo, ...

P3 — Arvore minima

Pretende-se colocar linhas teleféni-
cas que liguem as seis cidades. Os postes
serdo colocados ao longo das estradas. A
questdo € instalar as linhas utilizando o
menor nimero possivel de metros de
cabo.
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65 40 240 240
70 130 330 - 330
. 60 260 260
. . 200 200
. . . 140

O algoritmo que permite calcularuma
arvore minima é o seguinte:

Passo 1: Seleccionar, em primeiro
lugar, as duas cidades mais préximas e
uni-las. No nosso caso, Badajoz e Zafra.

Passo 2: Identificar a cidade mais
proxima aumajd unida e ligd-la. Repetir
este passo até que todos os vértices este-
jam unidos.

Nonosso caso, unimos Méridaa Zafra
e de seguida Cdceres a Mérida. Resta
unir Zafra com Cérdova ou Sevilla e
depois a cidade que falta. No grafico estd
assinalada com tracos descontinuos uma
possivel drvore minima.

Encontrar uma drvore que se estenda
por todas as cidades e que além disso
tenha um percurso minimo tem grande
utilidade em muiltiplas situacBes prati-
cas. Por outro lado, as estruturas de arvo-
re aparecem em situacdes hierdrquicas
conhecidas, como a drvore genealdgica;
mas também sdo estruturas de importin-
cia vital para organizar bases de dados
em computadores.

P4 — Circuito hamiltoniano

Estamos a fazer turismo pela zona e
queremos visitar as seis cidades, eviden-
temente sem passar duas vezes pela mes-
ma, caso seja possivel.

O nome do circuito deve-se a Hamil-
ton que investigou em 1859 a existéncia
de tais circuitos num dodecaedro cujos
vértices representavam 20 cidades do
mundo. Ao contrdrio dos percursos
eulerianos ndo se conhece nenhuma con-
di¢do necessdria e suficiente para que
exista um circuito hamiltoniano, apenas
existem resultados parciais.

O famoso “problema do vendedor”
consiste em encontrar um circuito
hamiltoniano de percurso minimo. Como
€ evidente, € um problema com miiltiplas

(continua na pdg. 10)




G.7.1 — Embora ndo se ponha em
causa uma primeira abordagem, como &
indicada no programa, pensamos que &
mais prudente e rentdvel a via proposta.

N.7.1 — A geometria pode e deve
entrar logo nesta unidade. Parece-nos
impensavel estudar quadrados e raizes
quadradas, cubos e raizes cibicas, sem
recurso a geometria. Quanto mais cedo
forem estudados perimetros e dreas de
figuras planas melhor poderdo ser apro-
veitados ao longo do 3° Ciclo.

O nimero de aulas reservado a esta
unidade, mesmo com as caracteristicas
actuais, é manifestamente insuficiente.

G.8.3 — Dada a falta de suporte
16gico, o nivel etario e os interesses dos
alunos, o assunto ndo poderd ser tratado
com rigor, ganhando ao ser abordado
informalmente e disseminado ao longo
dos trés anos, sem necessidade de abrir
um capitulo.

G.8.4 e G.9.1 — Os estudantes po-
dem adquirir uma visdo dindmica do
plano sem necessidade do estudo das
translagdes e das rotacBes. Alids este
assunto acabaria por ser estudado de

maneira muito superficial.

N3ao vemos inconveniente em que a
nogao de vector seja introduzida na Fisi-
ca e s6 mais tarde clarificada para os
alunos que seguem Matemadtica no 10°
ano.

A prop6sito das Fungdes (F.8 e F.9)
estudadas no 8°e 9° anos, podeme devem
ser introduzidos exemplos de transfor-
magdes geométricas.

Fazemos notar que o tema “Geome-
tria” ndo fica enfraquecido uma vez que,
do que foi retirado, o essencial é integra-
do nos temas “Numeros e Calculo” e
“Fungdes”.

E.8 — Nio nos parece necessdrio
abrir um capitulo no 8° ano, para a esta-
tistica. Todas as questdes envolvidas
podem ser introduzidas de uma s vez.
Os alunos podem e devem recorrer a
estatistica sempre que necessdrio e em
qualquer altura.

Com base no novo programa do 2°
Ciclo, pensamos que os alunos, ao che-
garem ao 7° ano, terdo maior facilidade
nos temas N.7.1,N.7.2, G.7.2, E7T/E.8 ¢
F.7. Se ndo se verificar esta melhoria

serd de pensar em novo agrupamento
para aliviar o 7° ano. Em qualquer caso
impde-se uma redistribui¢do do nimero
de aulas reservado a cada tema. Parece-
nos importante, ainda mais com esta
op¢do, que o programa indique clara-
mente o grau de aprofundamento a atin-
gir em cada tema.

Ao longo de cada unidade, e para la
do programa minimo, serdo de referir
objectivos a atingir consoante as turmas.
E preferivel dentro da mesma unidade
atingir, maior aprofundamento, do que
tratar temas em op¢éo. Por exemplo: Em
G.9.2 parece-nos que s6 hd vantagem em
“ndo esconder” a cotangente. Ha vanta-
gens praticas no uso de tabelas e na
escolha do caminho que proporciona
calculos mais simples.

Esperamos que este seja mais um
elemento para discussdo tendo em vista
a revisdo e reescrita dos programas.

Dulce Batista,

E. S. Rainha D. Leonor
Judite Barros

E. S. Filipa de Lencastre

Matrizes por detras das redes (continuégéo da pdg. 5)

aplicagdes na sociedade. Infelizmente
este problema é muito dificil quando o
nimero de cidades € muito grande. Para
poucas cidades, um algoritmo valido con-
siste em viajar a cidade ndo visitada mais
proxima daquela que se encontra.

O grupo dos 12

A fotografia retirada do didrio El
Pais de 5 de Abril de 1993 mostra uma
rede entre os 12 paises da CE.

Trabalhar alguns dos problemas for-
mulados anteriormente com esta rede
sdo possivelmente problemas do futuro
ao qual pertencem oS nossos alunos.
Nas VI JAEM (Badajoz), a professora G.
Veloso convidou-me a escrever algo sobre a
teoria dos grafos para esta revista. Como
resposta aeste simpatico convite, relatei parte
da minha experiéncia com alunos do
Magistério, que julgo serem transferiveis a
outros niveis de ensino.
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