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Aprender com os alunos

Margaret A. Farrell

Este artigo foi publicado no Mathematics Teacher de Novembro de 1992 e aborda uma das seis normas
dos Professional Teaching Standards, que o NCTM publicou em 1991: "Conhecer os alunos como
aprendizes de Matemdtica". Neste momento, a APM estd a traduzir os Professional Standards, documento
onde é assumido que "a formagdo de professores é um processo evolutivo”. Como é que os professores
podem continuar o seu desenvolvimento profissional fora dos momentos formais de formacdo? Uma
possibilidade importante é a andlise e a reflexdo relativas s informagdes que podem obter nas suas aulas,
como por exemplo, as respostas dos alunos no processo de aprendizagem matemdtica.

As percepcoes dos alunos e a
validade do feedback

“O que ¢ que aprenderam os meus
alunos? A minha caderneta estd cheia de
dados sobre isto!” Provavelmente assim
é, pois os testes e questionarios sdo o
modo tradicional de avaliar as aprendi-
zagens dos alunos, e ndo devem ser des-
prezados. No entanto, um teste s6 dd uma
amostra das aprendizagens e normal-
mente ndo tem como objectivo fornecer
dados explicativos das falhas da apren-
dizagem. O feedback obtido nos mo-
mentos de pergunta-e-resposta pode dar
pistas sobre as causas das ideias erradas,
mas alguns alunos sdo capazes de evitar
revelar os motivos que estfo na base das
suas concepgdes erréneas. Por exemplo,
respostas correctas podem disfarcar con-
fusdes sobre o processo que conduziu &
resposta. Além disso, mesmo quando os
professores questionam 0s processos, os
alunos criativos podem ser mais reser-
vados acerca da abordagem que fizeram
para obter as suas respostas. Eles podem
pensar que aquilo que inventaram ndo
merecerd a aprovacdo do professor.

Nenhuma destas caracterizagdes das

respostas dos alunos surpreenderd pro-
fessores experientes do ensino secun-
ddrio. Eles sabem que tém um tnico
obstdculo a vencer nas suas tentativas
para obter feedbacks vdlidos acerca da
aprendizagem dos alunos. Alguns alu-
nos esforcam-se para alcancar resulta-
dos aceitdveis em vez de procurarem
aprender o assunto. Para agravar o pro-
blema, se as experiéncias anteriores dos
alunos em aulas de matemaética os ensi-
nou que a memorizagdo de defini¢Ges ou
demonstracdes do livro é olhada favo-
ravelmente, eles tornar-se-ao peritos, re-
citandodefini¢des, escrevendo férmulas,
edebitando resultados que passaram pela
execugdo de algoritmos tipicos. Muito
provavelmente, eles ndo serdo capazes
de repetir o seu sucesso duas semanas
depois do teste. Contudo, esta perspecti-
va bastante comum da aprendizagem da
matemdtica ndo € somente um obstd-
culo invisivel quando os professores se
esforcam para saber o que foi aprendido,
mas também € uma dificuldade quando
eles tentam descobrir as ideias mate-
mdticas que foram retidas e que poderdo
ser transformadas em novas aprendiza-
gens.

/

Educacgéo e Matematica n° 28
4° trimestre de 1992

Andlise de erros padrao

“Em alguns casos ndo preciso de
obter o feedback da aprendizagem dos
alunos. Por exemplo, eu consigo descre-
ver erros especificos que alguns dos meus
alunos de dlgebra cometerdo na facto-
rizagdo de um polinomio. Ano apds ano,
alguns deles dizem que os factores de
a+b’ sdo (a+b)(a+b)”. Isto traduz a
vossa experiéncia? Estou certa que sime
com certeza que darfo outros exemplos
de erros que ocorrem com muita regula-
ridade. Essa mesma regularidade deve-
ria despertar o nosso interesse. Em vez
de caracterizar estes erros padrdo como
exemplos de ndo aprendizagem, poderi-
amos analisar os processos a fim de des-
cobrir que tipo de aprendizagem fizeram
os alunos que os levou a usar estes
algoritmos defeituosos. (Eles aprendem
muita coisa que nés no temos intengdo
de lhes ensinar!) Lembrem-se que todos
nds tentamos reduzir detalhes a uma es-
pécie de regra ou padrio que seja facil-
mente memorizada e armazenada. Os
alunos nfo sdo diferentes. Eles constro-
em algoritmos que podem ser ou ndo
vélidos. Dado que os exemplos usados
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nas aulas introdutdrias sdo normalmente
simples, mesmo os algoritmos errados
dos alunos podem levar a respostas cor-
rectas.

Coloquemo-nos na pele de investi-
gadores e reconsideremos o algoritmo
incorrecto da soma dos dois quadrados,
procurando ver o que os alunos aprende-
ram em vez do que ndo aprenderam.
Talvez aregra a que chegaram se aplique
também ao problema da diferenca de
dois quadrados; mas nesse exemplo a
regra produz respostas correctas. Aqui
est4d um algoritmo defeituoso plausivel:

Para factorizar a soma ou dife-
renca de dois quadrados, calcular a
raiz quadrada dos quadrados e
escrevé-los na forma do produto de
dois binémios.

(1) a®>-b*=(a b)(a b)

(2) a%+b* = (a b)(a b)

No primeiro exemplo, colocar
sinais diferentes entre a e b.

No segundo exemplo, colocar o
mesmo sinal, +, entre a e b.

“Porque é que eles ndo verificam o
seutrabalho?” — poderdo queixar-se os
professores. Suponha que eles respondi-
am que ja o verificaram. Que regra pode-
riam estar a usar se ela confirma arespos-
ta correcta no exemplo da diferenca de
quadrados e os leva a pensar que também
factorizaram correctamente a soma de
quadrados? Uma resposta tipica de um
aluno é: “Eu elevei ao quadrado o pri-
meiro termo, elevei ao quadrado o se-
gundo termo, e multipliquei os sinais
entre os termos”. Foi identificado um
segundo falso algoritmo associado a esta
situagfo. Reparem no problema que aqui
se coloca. Normalmente, tentamos que
0s alunos encontrem 0s Seus €1ros, enco-
rajando-os a corrigir o seu proprio traba-
lho. Na factorizag&o, 0 processo inverso,
amultiplicagdo, serve como processo de
verificacdo. Contudo, neste exemplo, 0s
alunos fecharam o ciclo, criando uma
regra de verificacdo que valida o seu
falso algoritmo original.

Como poderfamos ajudar estes alu-
nos a tomar consciéncia da existéncia e
origem destes dois erros? N6s poderia-
mos perguntar-lhes porque € que (a-b) e
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(a-b)ndo sdo os factores de a>+b?, umavez
que, de acordo com o algoritmo de veri-
ficagdo dos alunos, o produto de (a-b) e
(a-b) também € a2+b2. Poderfamos pedir
a0s alunos para completarem e analisa-
rem a multiplicagdo de bindmios, tais
como (8+2)(8-2), (743)(7-3), 2+4)(2+4)
e (5+6)(5+6), usando primeiro o seu
algoritmo de verificagdo e depois sim-
plificando dentro de paréntesis antes de
multiplicar. Ambas as sugestdes podem
ajudar os alunos areexaminar a suaregra
de verificagdo e leva-los a concluir que
existe um problema com o seu falso
algoritmo. Quando os alunos estdo en-
volvidos no processo de diagnéstico, t€ém
uma oportunidade para reflectir sobre os
seus proprios procedimentos. Assim, esta
técnica, que permite aos alunos confron-
tar contradi¢Oes na sua aprendizagem e
requer que eles analisem essas contra-
di¢des, tem o potencial de os ajudar a
aprender o que nés queremos que eles
aprendam.

A anélise dos erros padrdo dos alunos
tem um potencial enorme, quer seja com
erros que se repetem ano apds ano em
vérios grupos de alunos ou que aparecem
num aluno particular perante um deter-
minado tipo de problema. Estudar erros
padréo, falsos algoritmos, ou concep-
¢Oes erréneas para descobrir o que 0s
alunos aprenderam em vez de despreza-
los como evidéncias de falhas de apren-
dizagem pode ajudar os professores a
entender a visdo matematica dos alunos
e a forma como a aplicam na sua apren-
dizagem. “Os professores devem, simul-
taneamente, ser capazes de perceber a
matemdtica através das ideias dos alunos
e de perceber as ideias dos alunos atraveés
damatemdticaem que estdo envolvidos™
(NCTM, 1991, p. 145). Uma excelente
fonte acerca de erros padrdo comuns nos
alunos e da sua andlise ¢ o trabalho de
Davis (1984). Davis tem um jeito especi-
al para ajudar o leitor a visualizar a sala
de aula e a "pensar em conjunto” com o
aluno enquanto ele resolve um problema.

Algumas estratégias de
feedback prometedoras

Para estudar os erros padrdo ou as
concepgdes erréneas basicas dos alunos,
/
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os professores podem precisar de estra-
tégias de recolha de feedback que con-
duzam ainformagdes esclarecedoras. Os
professores poderéo criar oportunidades
para que os alunos troquem opinides
sobre um conjunto de problemas, escre-
vam como explicariam um novo concei-
to a um irm#o mais novo ou a um amigo
ausente, ou, usando a calculadora ou o
computador, testem os seus algoritmos
inventados num conjunto de exemplos.
Os trabalhos de casa poderiam incluir
regularmente indicagdes parareescrever
uma férmula, defini¢go, ou procedimen-
to por palavras préprias ou fazer um
esquema de um algoritmo através de um
desenho ou fluxograma ou através de um
exemplo concreto. Quando os alunos
reproduzem uma demonstragéo, proce-
dimento ou defini¢do, utilizando exacta-
mente as mesmas palavras que o manual,
eles deveriam esperar que lhes fosse pe-
dido para o escrever ou explicar de outra
maneira. As explicagdes escritas que um
aluno daria a um colega ausente acerca
de um conceito ou procedimento cons-
tituem uma fonte de dados especialmen-
te valida. Como Miller (1991) fez notar,
oactodeescrever também ajuda os alunos
a clarificar as suas ideias e, desse modo,
a aprender matemadtica.

Embora a escrita possa ser completa-
dafora da aula, usar o tempo de aula para
iniciar essas tarefas escritas permite aos
alunos saber que os professores valori-
zam os resultados. De novo, a questdo
estd em perceber o que 0s alunos apren-
deram e ndo ficar deslumbrado pelo flu-
x0 de sfmbolos mateméticos ou o rigor
de uma c6pia perfeita de um manual. O
professor cujos alunos tém bons resulta-
dos precisa de estar particularmente
atento as suas capacidades de esconder
falhas de aprendizagem. Como a maioria
dos bons alunos, estes alunos t&m nor-
malmente uma excelente capacidade de
memorizar, mas o seu desenvolvimento
intelectual pode ainda estar num fase de
transi¢do (Farrell e Farmer, 1988, pp.
66-68). A sua capacidade para falar de
matemdticarelativamente complexando
significa necessariamente que eles te-
nham compreendido os conceitos mate-
madticos representados pelos simbolos.
De facto, a sua capacidade para aplicar



uma férmula em exemplos tipo pode
induzir o professor em erro, levando-o a
supor que entenderam os conceitos neces-
sdrios para compreenderem a férmula.
Assim, descobrir 0 que os alunos
aprenderam requer perguntas claras e
incisivas, uma atitude receptiva, e méto-
dos de feedback que valorizem a com-
preensdo e aplicagdo em vez da memo-
rizagdo. Isto implica também comunicar
aos alunos a importancia de obter infor-
macdo valida sobre a sua aprendizagem.

A aprendizagem face a
natureza da matematica

Parece que estamos num circulo vici-
050 — tanto as respostas correctas como
incorrectas podem disfarcar a verdadeira
aprendizagem dos alunos! Respostas in-
correctas podem representar bons racio-
cinios, mesmo que baseados em concei-
tos errados. Respostas correctas, espe-
cialmente repeticdes das palavras do
manual ou do professor, podem masca-

rar falhas de compreensio da matemati- -

ca subjacente. Porque é que os alunos
substituem as suas préprias estratégias
pelas ensinadas pelo professor ou re-
correm a memorizagdo de regras, for-
mulas e definicdes? Talvez parte da res-
posta esteja na natureza da matematica.
A abstrac¢do da matemadtica ndo é com-
partilhada por nenhuma outra disciplina.
Embora os seus modelos possam ser
usados para ajudar a explicar o mundo
real, nenhuma correspondéncia biuni-
voca pode ser estabelecida entre os
exemplos da vida real e os modelos ma-
temadticos respectivos. A matematica é
também fortemente hierarquizada. Se um
aluno tem uma concepgao errénea acer-
ca de uma parte desta cadeia 16gica,
entdo os bloqueios subsequentes da
aprendizagem parecem aumentar de
complexidade. Assim, namedidaem que
a matemadtica difere de outras discipli-
nas, também a sua aprendizagem tem
uma natureza diferente. Um exemplo
6bvio vem-nos a ideia. Embora a mate-
mdtica tenha uma linguagem especial,
ndo € propriamente uma lingua estran-
geira. Em matematica, é preciso mais do
que traduzir uma expressdo para a lin-
guagem corrente. Por vezes, os alunos

ndo percebem esta diferenca e conten-
tam-se quando sdo capazes de debitar
férmulas e defini¢cdes em resposta as
questdes do professor. Inversamente, os
alunos que inventam falsos algoritmos
podem ter dificuldades com o carécter
abstracto da matematica. Quando as co-
nexoes estabelecidas pelo professor sdo
remotas ou irrelevantes do ponto de vista
dos alunos, aqueles que tentam aprender,
inventam as suas préprias conexdes.

A aprendizagem face ao
desenvolvimento cognitivo
dos alunos

E importante reconhecer que as co-
nexdes podem ter significado para o pro-
fessor e contudo serem remotas ou irre-
levantes do ponto de vista dos alunos.
Assim, embora a origem das concepgoes
erréneas dos alunos possa ter, em parte,
como causa a natureza tinica da matemé-
tica, estas podem ser, por outro lado,
causadas pelo nivel do desenvolvimento
intelectual dos alunos. O que pode pare-
cer concreto para o professor pode ser
visto como abstracto para os alunos. H4
mais de cinquenta anos, Brownell (1935)
descobriu que os alunos do primeiro ci-
clo tinham mais dificuldade em operar
com nimeros sem unidades (p. ex., 5+7)
do que com ndmeros concretos (p. ex., 5
magds + 7 magds). Quando faltavam as
unidades, a soma indicada ndo era vista
de uma forma simples mas antes como
uma abstraccdo para ser memorizada.
Quando estavam presentes as unidades,
os alunos pareciam visualizar a situacdo
concreta e eram capazes de responder
correctamente.

Alguns alunos enfrentam um proble-
ma andlogo quando confrontados com
questdes acerca de funcdes divorciadas
de uma situagdo real. Quando estes
mesmos alunos investigam uma relacéo
no mundo real (p. ex., entre o tempo e a
distdncia ao solo de sinais atirados de um
baldo), eles sdo capazes de estabelecer
conexdes com significado entre a mate-
madtica e a situagfo real. Os alunos que,
aparentemente do nada, inventam ideias
erradas podem simplesmente estar a re-
agir a lacuna existente entre os conceitos
matemadticos e o seu significado. A for-
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ma como os alunos aprendem depende,
pois, tanto da natureza da matemdtica
comododesenvolvimento intelectual dos
alunos.

No entanto, responder a0 acaso tem
um papel na criacfio de ideias erréneas
ou falsos algoritmos pelos alunos. Estes
alunos estdo motivados para aprender e
tentam dar sentido a2 matematica. Eles
também enviam uma mensagem: “Néo
vejo qual é a relevdncia destes procedi-
mentos. Ndo percebi as conexdes que
estabeleceu. Dé-me exemplos concretos
que tenham sentido para mim”.

Neste artigo, considerdmos somente
uma estreita fatia do complexo bolo que é
a aprendizagem matemética dos alunos. E
contudo,umafatiaque osprofessores podem
estudar e analisar. Também pode ser usada
para encorajar a aprendizagem dos alunos.
Quando os alunos reflectem na sua prépria
aprendizagemediscutem asrazoes que leva-
ram a uma conclusfo aparentemente razod-
vel mas invélida, eles aprofundam a sua
compreensdo dos conceitos e procedimen-
tos matematicos. Da mesma maneira, 0s
professores, ao estudarem os dados das suas
aulas, aprendem mais sobre as aprendiza-
gens dos alunos e mais sobre o ensino. “A
importancia do conhecimento dos professo-
res sobre 0 modo como os alunos aprendem
matemdtica ndo pode ser minimizada”
(NCTM, 1991, p. 146).
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