No ensino francés da
Matematica, um

yd

lugar importante é
dado a
demonstracao:
muitos professores
consideram que a
demonstragao
constitui a entrada no
mundo da
matematica.

No entanto, muitos
alunos consideram
que a demonstracao
marca o inicio do seu
insucesso na
disciplina.

Evelyne Barbin

“ Se soubesse para que serve o teorema de Pitdgoras, como o
inventaram, eu poderia aprendé-lo, mas assim desconfio””

Concepcoes epistemoldgicas
subjacentes ao ensino da
demonstracao

Todo oensino da Matemadtica assenta
sobre concepgdes epistemoldgicas, isto
€, sobre concepedes do saber matemati-
co, muitas vezes implicitas. Destas, quais
sdo as que dizem respeito ao ensino da
demonstragdo? Para estudar esta questdo
reportar-nos-emos a alguns exemplos de
ensino, desde o ensino tradicional ao
ensino por situagdes problema.

E inutil dar aqui grandes explicacdes
sobre o que se entende por ensino tradi-
cional, visto que é o ensino que a maior
parte dos professores de hoje conheceu
quando eram estudantes. No ensino tra-
dicional ndo hé propriamente aprendiza-
gem da demonstragdo. Para mostrar aos
alunos o que é uma demonstragdo, o
professorescreve demonstracdes no qua-
dro. Mostra como apresentar a esquerda
as hipéteses e a direita as conclusdes. A
demonstragdo consiste em ir de umas a
outras, através de um raciocinio deduti-
vo, citando os teoremas utilizados ou
especificando-os por um cédigo — “se-
gundo a proposi¢do V sobre as parale-
las...” —, e mostrando bem a que objec-
tos sdo aplicados os teoremas — “os
segmentos AB e CD sdo paralelos por
hipétese, e se a recta EF os intersecta
entdo...” Em seguida os alunos sio con-
vidados a demonstrar. Aqui as coisas
complicam-se: como encontrar a de-
monstracdo? O professor d4 uma solu-
¢do, mas como é que ele a achou?

Virginie, aluna do 10° ano (Naudin, 1990)

O processo estd escondido. Escondi-
do, ao ponto de muitos alunos ndo com-
preenderem qual o sentido que pode ter
este texto, de eles ndo imaginarem, um
s instante, que para demonstrar é neces-
sério pensar, experimentar, rasurar € en-
ganar-se. “Pensar € ir de erro em erro.
(...) O que faz com que a Matemética
seja uma prova temivel, é que ela ndo
suaviza o erro” escreve Alain, como se
ele também nuncativesse suspeitado que
fazer Matemdtica é pensar?. Assim mui-
tos alunos retiram-se deste jogo do qual
ndo compreendem o sentido mesmo
quando lhes damos as regras. Eles escre-
verdo & esquerda as hipéteses e a direita
as conclusdes o que lhes assegurard dois
pontos no trabalho. Alguns mais obsti-
nados escreverdo um texto que parecerd
uma demonstragdo... e que deixard o
professor estupefacto.

No ensino tradicional a demonstra-
¢do ¢ claramente concebida como um
produto. A racionalidade que pressupde
a producdo de uma demonstragio estd ja
supostamente presente na cabega dos
alunos, visto que néo se vé& como ele a
poderd adquirir por mimetismo olhando
o professor a escrever as demonstracGes
(concepcaoidealista). Pode, estademons-
tracdo, assegurar a veracidade das con-
clusdes? Ela convence, sem divida, os
alunos que compreendem que se trata de
estabelecer verdades. A maior parte ndo
serd esclarecida nem interessada, visto
que o seu insucesso lhes fez crer que de
qualquer forma “a Matematica nio €

* Segunda parte do artigo com o mesmo titulo cuja publicacdo foi iniciada no nimero 27 da

revista.Ver outras notas no fim do artigo.
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para eles”.

Este quadro poderd parecer muito
negro, mas, apesar de tudo, ainda hd
alunos que conseguem escrever demons-
tragcBes com o ensino tradicional. Muitos
professores constactam a ineficdcia des-
te ensino e perguntam-se, como os cole-
gas da APMEP: “como aprendemos as
demonstragdes? Geralmente fazemos
demonstragdes perante os alunos, e pedi-
mos-lhes seguidamente que as fagam de
forma semelhante. Cada um sabe as difi-
culdades encontradas™.

Desde h4 alguns anos, tém sido de-
senvolvidas investigacdes, em particu-
lar nos IREM, para suprir as deficiéncias
do ensino tradicional e questionar sobre
0 que deveria ser a aprendizagem da
demonstragdo. O progresso € claro no
seu objectivo: trata-se de ensinar os alu-
nos a demonstrar.

Os trabalhos de Dominique Gaud e
de Jean-Paul Guichard inscrevem-se
nesta perspectiva: eles escrevem que “se
aprende a demonstrar” e que “o aluno
aprende fazendo e néo olhando como se
faz”. Estes colegas consideram que €
necessério separar, naaprendizagem, dois
momentos, o da investigagdo e o da re-
dacc@o de uma demonstrag@o, para res-
ponder ao que eles imaginam ser a dupla
dificuldade da demonstracdo, a légica e
a redaccgdo®. Eles atribuem grande im-
portancia aos métodos de demonstragio
privilegiando certas formas de racioci-
nio dedutivo. A explicitagdo dos méto-
dos na aula, leva-os a fazer da demons-
tragdo um objecto de ensino. Como no-
tam A. L. Mesquita e J.C. Rauscher, a
metodologia visa sobretudo “os alunos
que tinham ja compreendido de que €
que se trata numa demonstragio”. Dir-
se-ia que ela constitui uma ajuda para os
alunos que ji compreenderam o sentido
de uma demonstracdo e que tém um
modo de conhecer os objectos geométri-
cos capaz de um processo dedutivo.
Apesar desta abordagem se concentrar
no processo de demonstrag@o ela ndo se
apoia numa concep¢do construtivista,
nem responde & questdio do sentido da
demonstrac@o.

Opondo-se a estes seus colegas
Nicolas Balacheff, investigador do
IMAG de Grenoble, escreve: “é frequen-
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te, por exemplo, em situagdo escolar,
considerar a redac¢éo da solucdo de um
problema fora da resolug@o, e isto ndo
nos parece pertinente. Com efeito (...)
redigir a solugdo de um problema con-
duz a sua andlise e portanto a um eventu-
al por em causa; a formulacdo estd asso-
ciada 4 administra¢do da prova™®. Esta
concepgdo, que toma em conta o sentido
que os alunos podem ter da demonstra-
¢do, é fundamental no método das narra-
¢des de investigacio proposto pelo IREM
de Montpellier.

A questdo do sentido da demonstra-
¢aoécentral nasinvestigacdes de Nicolas
Balacheff’. Este investigador elaborou
uma sequéncia did4ctica para que os
alunos do 8° ano “que ainda néo estuda-
ram a nocfo de demonstragdo, possam
formular uma conjectura e considerar o
problema de fornecer a prova™. Esta
sequéncia respeita ao teorema sobre a
soma dos angulos de um tridngulo.

A sequéncia did4ctica é composta
detrés actividades que resumiremos aqui.
Na primeira actividade, cada aluno traca
um tridngulo, mede os Angulos e calcula
asoma. O professor sistematiza os dados
num histograma e pede comentdrios a
turma. Na segunda actividade, o profes-
sor dd aos alunos o mesmo tridngulo,
cada aluno formula uma aposta, mede os
angulos, calcula a soma e comenta a
diferenca entre esta e a aposta. O profes-
sor elabora um histograma e pede co-
mentérios. Na terceira actividade, o pro-
fessor entrega aos alunos uma cépia com
os mesmos trés ngulos — dois grandes,
um pequeno, um baixo e um ponteagudo
— cada aluno faz uma aposta, mede os
angulos, calcula a soma e finalmente o
professor recolhe os dados e pede co-

uma escada

fig. 1
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mentdrios. O professor deve manter-se
afastado, a fim de que o problema seja
devolvido a turma e que se instaure um
debate sécio-cognitivo.

Esta sequéncia é elaborada com a
hipétese de que “a desqualificacdo da
medicdo como meio de conhecer esta
soma, legitimard a exigéncia de provas
intelectuais da conjectura pretendida”.
Ela ancorava-se pois, numa concepgao
realista, onde a demonstracio vem subs-
tituir uma incerteza das medi¢des. Nédo
provém, a nosso ver, de uma concepgao
construtivista, na medida em que a situ-
a¢do proposta aos alunos ndo toma lugar
numa problematica suficientemente rica
para conduzir & construcdo da nogdo de
angulo. Ora o angulo que é sempre 0
mesmo, seja qual for o comprimento dos
seus lados, é uma nocdo dificil que os
alunos do 8° ano dominam dificilmente.
Deverdo entdo despoletar-se “perturba-
¢Oes epistemoldgicas” no desenvolvi-
mento da sequéncia. E efectivamente o
caso daprimeira turma, onde a sequéncia
de aprendizagem é experimentada. Com
efeito os alunos desenharam os tridngu-
los demasiado pequenos e o professor
sentiu-se na obrigacdo de intervir. “Se
ndo vém bem prolonguem os lados”, “é
sempre 0o mesmo angulo, nfo € este com-
primento aqui que tu vais medir Karelle,
é a abertura do dngulo”. Para evitar estas
perturbagdes, o segundo professor que
experimenta a sequéncia informa inici-
almente os alunos de que é preciso tragar
um tridngulo “suficientemente grande
porque ides medir os Angulos do tridngu-
lo, e é necessario que ele ndo seja dema-
siado pequeno”’. Neste momento a ques-
tdo epistemoldgica do angulo estd curto-
circuitada.

uma serra
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Nenhuma das duas turmas se empe-
nhou num “processo de validagdo”. Na
primeira turma os alunos concordaram
em dizer que a soma dos dngulos de um
triangulo faz mais ou menos 180°. O que
€ exacto: por mais tridngulos desenha-
dos com cuidado e utilizado um bom
transferidor ndo se pode dizer mais. A
demonstragdo da soma dos angulos de
um tridngulo envolve um outro tipo de
saber, ela nfo € uma questio de soma das
medidas numéricas mas de comparacio
geométrica de grandezas: a justaposi¢do
de trés angulos igual & justaposicdo de
dois angulos rectos’. Na segunda turma,
os alunos estdo habituados s regras do
debate sécio-cognitivo e pdem-se logo
de acordo em dizer que a soma dos
angulos de um tridngulo é de 180°. As-
sim, aideia de demonstra¢io destinada a
convencer cadaumda certeza doresulta-
do falha, visto que cada um est4 conven-
cido a priori... e tenta fazer batota nas
medicdes.

Serd que esta sequéncia did4ctica se
centra no processo de produgédo da de-
monstragdo? Para responder afirmativa-
mente seria necessario saber de que for-
ma medir a soma dos angulos de virios
tridngulos permite induzir um racioci-
nio. A passagem a demonstra¢do, como
refere Nicolas Balacheff noutro local,
“provém de uma construgio simultanea-
mente de conhecimentos e da racionali-
dade”’®. Serd que o debate sécio-
cognitivo pode permitir esta construgio?
Num artigo recente, Nicolas Balacheff
indica certas limita¢des para este debate,
em particular com jovens alunos, mas,
ele pensa que a solugdo “estd noestudoe
namelhor compreensio do fenémeno do

contracto did4ctico, da condi¢io
da sua negociagdo, muitas vezes
implicita, e da natureza do seu
resultado, a devoluggo da respon-
sabilidade da aprendizagem aos
alunos”!!. Serd entdo melhorando
0 sdcio do sdcio-cognitivo que se
poderd obter um melhor ensino da
demonstragio? A sequéncia des-
crita acima remete-nos antes para
o aprofundamento do cognitivo.
Para que haja debate cognitivo é
necessdrio o confronto de conhe-
cimentos. Ora neste exemplo o0s
alunos sdo sobretudo levados a defender
aqualidade das suas medi¢des, mas mui-
to pouco as suas concepgdes sobre 0 que
€ um angulo, ou o que é que se passa
quando se fecha um angulo.

Porqué demonstrar? O interesse em
possuir uma demonstracdo sobre a soma
dos angulos de um tridingulo reside sobre-
tudo, na sequéncia proposta, em poder
por toda a turma de acordo sobre um
resultado. Mas no é por esta dltima ra-
z30 que os homens construiram concei-
tos e saberes matemdticos. O primeiro
objectivo do matematico € o de resolver
0s problemas, como lembra Serge Lang.

Abordemos um outro exemplo de en-
sino através do ensino por situagdes-
problema. Devemos rapidamente defi-
nir este termo. Trata-se de um ensino que
parte de campos de problemas para cons-
truir campos de saberes. Uma situagfo-
problema deve ser a0 mesmo tempo uma
situacdo de construgdo ou de reinvesti-
mento de saberes, e um problema que
provoca uma actividade intelectual do
aluno. :

Numa investigacdo didéctica j4 anti-
ga, Dina van Hiele prop6s um “ensino da
geometriaapoiado sobre pavimentagdes”
que tinha como objectivos a construgio
de conceitos da geometria elementar e a
constru¢do de uma racionalidade geo-
métrica'?. Resumiremos brevemente esta
sequéncia did4ctica, realizada em 17
sessdes e destinada a alunos holandeses
de 12 anos. Depois de ter integrado as
nogdes de figuras congruentes — a mes-
ma forma e mesma medida — e de pavi-
mentacio, os alunos sdo convidados a
desenhar pavimenta¢des com figuras
congruentes a um quadrado, a um
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losango, a um poligono regular ou irre-
gular, a um tridngulo, a um parale-
logramo, etc. A pouco e pouco os alunos
védo construir e definir conceitos que
permitem resolver problemas que sur-
gem: paralelismo de rectas, circulo, an-
gulos, etc.

Depois de vérias sessGes, quando os
alunos j4 trabalharam todos os tipos de
pavimentacdes, coloca-se a questio de
saber se & possivel “prever” as pavimen-
tacOes realizdveis, isto &, saber com que
poligono € possivel pavimentar. Estas
questdes conduzem os alunos a primei-
ros raciocinios sobre dngulos, € em se-
guida a introduzir nos seus raciocinios
“estruturas geométricas visuais” a que
eleschamamde serrasede escadas (fig.1).

Estas configuracGes sdo “estruturas
estruturadas”, que intervém nas pavi-
mentagdes englobando as propriedades
de paralelismo e de igualdade de dngulos
eque vao tornar-se em “‘estruturas estrutu-
rantes”’?, ou seja, as que permitem gerar
e organizar conhecimentos (fig. 2).

A organizagdo dos conhecimentos
consiste em construir uma drvore
genealdgica segundo a expressio utili-
zada por Dina van Hiele. A escada e a
serra s3o os “antepassados” a partir dos
quais sdo deduzidas as proposigdes.

O valor da soma dos 4ngulos de um
tridngulo é uma questdo que intervém a
propdsito do problema dos nés de uma
pavimentagdo triangular (fig. 3). A
pertinéncia deste saber é de assegurar o
“bom pegamento” da pavimentagdo. A
questdo da sua demonstracdo coloca-se
quando se trata de achar os “antepassa-
dos” na “grande 4rvore da geometria”.
Sobre esta questdo dois alunos propdem
logo como demonstragfo: o primeiro
duas serras e o segundo uma escada e
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duas serras

fig. 3
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uma serra (fig. 4).

Este ensino apoiado sobre pa-
vimentagbes provem de uma
concepgao construtivista, name-
dida em que se trata de construir
a0 mesmo tempo conceitos e de-

monstracdes, a partir de um cam- \

po de problemas, organizando-
se 4 volta de uma problematica.
O sentido da actividade de de-
monstrar n3o é convencer mas
compreender porqué e como. A
demonstragfo apresenta interesse em si
prépria num empreendimento de racio-
naliza¢@o e de compreensdo de uma pro-
blemitica. O professor explica aos seus
alunos que a geometria consiste em fazer
uma grande arvore genealdgica (sdo ne-
cessérios trés anos para isso!). Ele
explicita e colocando em primeiro plano
o processo do saber geométrico.

Uma concepgdo construtivista do
saber implica que demonstrar “se apren-
de por etapas marcadas, cada uma, ndo
somente por uma troca do universo dos
sentidos mas também uma modificacdo
da afinidade do sentido, dos modos de
acesso ao conjunto dos referentes”*. A
leitura da experiéncia de Dina van Hiele
¢ interessante, pois ela evidencia as eta-
pas do ensino da demonstragao. E sobre
estas etapas que se deve focar a nossa
reflexdo de professores.

A perspectiva construtivista necessi-
ta de uma reflex@o epistemolégica apro-
fundada. Como salienta muito justamen-
te Jean Claude Duperret, ela pressupoe
também da parte do professor um enca-
minhamento, passado o ensino tradicio-
nal, que respondaigualmente a estratégi-
as de sobrevivéncia em face desta dificil
profissdo, até ao ensino construtivista,
para o que se torna necessirio dominar
novas situagoes.

)

uma escada e uma serra
fig. 4
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na procura de uma solugdo. Ora, nas
primeiras actividades de resolugdo de
problemas, os alunos mal liam o enunci-
ado, faziam, quanto muito, umatentativa
de resolucdo e se elando era bem sucedi-
da (o que acontecia na maijor parte dos
casos), solicitavam de imediato ajuda.
Os alunos esperavam que lhes explicds-
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semos detalhadamente o que deveriam
fazer. A passagem paraumenvolvimento
activo, em que persistentemente se reali-
zam e analisam com eritusiasmo varios
caminhos de resolugéo de um problema,
foi lenta e envolveu um grande dispén-
dio de tempo.

Finalmente, pareceu-nos particular-
mente significativo, o facto da maioria
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dos alunos ter considerado que com as
actividades desenvolvidas em torno da
resolugiio de problemas, aprenderam a
pensar.
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