No ensino francés da
Matematica, um

pd

lugar importante é
dado a
demonstragao:
muitos professores
consideram que a
demonstragao
constitui a entrada no
mundo da
matematica.

No entanto, muitos
alunos consideram
que a demonstracao
marca o inicio do seu
insucesso na
disciplina.

ologicas da
monstracao?

Evelyne Barbin

A certeza ldgica das provas ndo ultrapassa a sua certeza geométrica

Wittgenstein, Remarques sur les fondements des mathématiques

No ensino francés a demonstracio é
associada a légica dedutiva. A situagdo
tradicional é ent@o a seguinte: uma de-
monstracdo é antes do mais um texto que
responde a certas normas, indo das hipé-
teses as conclusdes, enunciando correc-
tamente os teoremas utilizados e usando
com conhecimento de causa conjungdes
gramaticais. Umademonstracdoindicao
bom caminho, bem diferente do percurso
da investigacdo efectuada, visto que a
colocag¢do numa organizacdo dedutiva
apaga todos os tragos dos questio-
namentos, das zonas de instabilidade,
das tensodes que sdo o prelidio do desejo
e da vontade de demonstrar. Também a
demonstragio aparece ao aluno, na mai-
orparte das vezes, como um texto forma-
lizado, normalizado e ritual. Trata-se de
produzir um texto que ndo tera forcosa-
mente um sentido para ele.

Recentemente, muitas investigacdes
tém sido langadas tentando remediar esta
situacdo. Assistimos a uma certa crispa-
¢doem torno da demonstragﬁo, comuma
tendéncia para conceber a aprendizagem
da demonstracdo de forma auténoma em
relagdo a aprendizagem da matemaética, a
construcio de objectos matematicos e a
construcdo de uma racionalidade mate-
matica. A demonstragdo pode aparecer
assim como uma actividade que ndo tem
sentido em relac@o ao saber matematico.

Somos nds, sem divida, ainda her-
deiros do pensamento bourbakista sobre
a Matematica. Bourbaki comeca os seus
Eléments de Mathématique com esta afir-

macdo: “depois dos gregos, quem diz
Matemadtica diz demonstracdo”
(Bourbaki, 1960, p. 1), esquecendo que a
Matematica €, antes de tudo, um saber.
Num artigo recente, Pierre Cartier volta
a situar o lugar da demonstracio na Ma-
temdtica, escrevendo: “a Matematica,
como toda a ciéncia, € uma montanha de
factos, um saber que se acumula: o papel
da prova é organizar o saber e o seu
campode expansdo” (1989). Serge Lang,
evocando a sua pratica de matematico,
volta a colocar a Légica na actividade
matematica escrevendo: ‘“Pois bem, é
isto fazer Matemdtica: encontrar proble-
mas interessantes e tentar resolvé-los
(...) ALdgicaé ahigiene da Matemdtica
como a gramadtica e a sintaxe sdo a higie-
ne da lingua, e nada mais!” (Lang, 1982/
1983).

Abordaremos aqui os problemas co-
locados pelo ensino da demonstragdo
fazendo um certo nimero de interroga-
¢coes de natureza epistemoldgica: Que
modo de conhecimento de objectos ma-
temadticos pressupoe a actividade de de-
monstrar? Que sentido tem demonstrar?
Para que concepcdo do saber remete a
necessidade de demonstrar? Para tratar
destas questdes reportar-nos-emos a His-
téria da Geometria, e para melhor preci-
sar a génese e as rupturas, centrar-nos-
emos sobre a demonstracdo do teorema
que afirmaque a somados angulos deum
tridngulo € igual a dois angulos rectos.
Qualquer ensino da demonstracao pres-
supde certas concepgdes epistemold-

* Devido 4 sua extensdo, este artigo serd publicado em duas partes, saindo a segunda no
préximo ndmero. Ver outras notas no fim do artigo.
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gicas, implicitas ou explicitas, que nos
parece necessdrio analisar. E deste ponto
de vista que analisaremos seguidamente
algumas tentativas em rela¢@o ao ensino
da demonstragdo geométrica.

Esta andlise ndo tem como objectivo
mostrar como ensinar a demonstracio,
mas antes estudar um certo nimero de
questdes que nos parecem preliminares a
uma concepgdo da aprendizagem da de-
monstracao.

Que modo de conhecimento dos
objectos matematicos
pressupde a actividade de
demonstrar?

Ha trés formas de conceber os objec-
tos matematicos e o seu modo de conhe-
cimento: uma concepg¢do realista, uma
concepcdo idealista € uma concepcao
construtivista®. Em que é que se distin-
guem? Como intervem ademonstragdoe
aactividade de demonstrar em cada uma
destas diferentes concepgdes?

Segundo a concepcdo realista desco-
brimos os objectos matemdticos, os ob-
jectos pré-existem no real. Na concep-
¢lo realista, os objectos matemdticos,
abstraidos do real, existem previamente
a actividade de demonstrar. A demons-
tracdo € entdo vista como um meio de
suprir a insuficiéncia dos meios de ob-
servagdo ou de instrumentos. Assim a
demonstragio sobre a soma dos angulos
de um tridngulo seguird as medicdes
com transferidor dos trés angulos de um
ou de vdrios triangulos e ela serd legiti-
mada pela imprecisdo das medidas.

Segundo a concep¢do idealista in-
ventamos 0s objectos matematicos e es-
tes aplicam-se ao real. Na concep¢do
idealista, onde os objectos matematicos
sdo “livres invengdes do espirito huma-
no”, a racionalidade matemadtica e as
regras da 16gica existem antes da activi-
dade de demonstrar. Segundo esta pers-
pectiva torna-se necessdrio, antes de
qualquer ensino da demonstracdo, co-
nhecer as regras daldgica—regras estas
que se impdem por si mesmas.
Consequentemente as demonstracdes
deverdo ser “tiradas” das definigdes dos
objectos e destas regras.

De acordo com a terceira concepgao,
que qualificarei de construtivista, cons-
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truimos os objectos matematicos, e estes
objectos estruturamo real. Segundo esta
concepgdo, a realidade ndo é um dado:
ela é também constru¢do humana. Cons-
truimos uma realidade estruturando o
real, isto €, retendo e ligando entre si um
certo nimero de elementos do real. Na
concepgdo construtivista hd simultanei-
dade entre a construgdo dos objectos
matemadticos, a construcdo de uma
racionalidade matematica, e a actividade
de demonstrar®. Podemos esquematizar
esta simultaneidade do seguinte modo:

constru¢do de uma
racionalidade

i

actividade de
demonstrar

construcdo
dos objectos

As duas primeiras concepgdes, se
bem que contraditrias, estdo muitas
vezes misturadas no espirito do profes-
sor: por um lado ele vé a Matemaética
como umarevelagdo, “uma passagem do
concreto ao abstracto”, mas por outro ele
também se extasia ao ver “especulacdes
abstractas” aplicarem-se tdo miracu-
losamente ao concreto.

A terceira concepcdo pode impor-se
depois de um estudo histérico dos sabe-
res matematicos. Para compreender esta
aproximagao, consideraremos um exem-
plo histdrico, relacionado com a génese
do angulo e dos teoremas relativos a
angulos e tridngulos. Com efeito, os
jonicos, no séc. VI a.C., sabiam medir a
distincia a que se encontra da costa um
barco no mar. Como podiam eles proce-
der?* Encontramo-nos na situacdo do
cdlculo de umadistanciainacessivel, pois
¢é impossivel transportar sobre a dgua
uma vara que servisse de unidade de
medida.

fig. 1

Porém, se subirmos ao cimo de uma
torre 4 beira mar, € possivel, com a ajuda
de um quadrante, efectuar uma tomada
de vista. Um quadrante € constituido por
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um quarto de circulo e por uma parte
movel que permite fazer uma mirada em
direc¢do ao barco. Em seguida podemos
virar-nos para terra e, com a mesma
posicdo da parte mével, fixar um ponto
cuja distancia a torre seja de facil deter-
minacio.

fig. 2

Deste modo justapomos 2 situacio
problematica inicial uma figura geomé-
trica ( fig. 3). Esta figura serve para
representar a situagdo: os segmentos re-
presentam raios visuais (sem espessura)
e os angulos correspondem as diferentes
tomadas de vista.

fig. 3

A partir do momento em que con-
cluimos que a igualdade das tomadas de
vista implica a igualdade de distancias,
raciocinamos sobre esta figura e enun-
ciamos um teorema relativo a configura-
¢do angulo-tridngulo. Utilizamos um
processo de pensamento, simultaneamen-
te racional e geométrico, que estrutura o
real e que nos permite apropriarmo-nos
dele. Temos pois aqui, em simultineo, a
constru¢do de objectos geométricos, a
constru¢do de uma racionalidade e a
génese de um raciocinio. Objectos,
racionalidade e raciocinio tomam senti-
do numa mesma situacéo.

A Histéria da Matemadtica diz-nos
que, na mesma época € num mesmo
lugar — Grécia Antiga —, nasciam si-
multaneamente um pensamento racional



e geométrico, aexigénciade umaciéncia
demonstrativa e uma concepgdo ideal
dos objectos geométricos®. Esta
constatacdo deve ter implicacdes direc-
tas na forma de conceber o ensino da
Geometria, onde af também tudo é para
construir: a concepgio ideal das figuras,
aracionalidade matematica, o raciocinio
geométrico. Nao hd nada preliminar: a
pertinénciada figura geométrica, o apelo
a deducdo, a necessidade de demonstrar
devem manifestar-se ao mesmo tempo a
partir de situagdes problematicas. Para
ter em conta todos estes aspectos, as
situagdes propostas aos alunos devem
ser ricas e constituir problemas; nio se
podem reduzir a tarefas fragmentadas
pedidas aos alunos. Voltaremos a este
aspecto mais tarde.

Que sentido tem demonstrar?

Para abordar esta questdo, compara-
remos trés demonstragdes relativas a
soma dos angulos internos de um trian-
gulo: a dos Elementos de Euclides (séc.
III a.C.), a utilizada por Arnauld nos
Nouveaux Eléments de Géométrie (1667)
eados Eléments de Géométrie de Clairaut
(1765)%. Estas demonstra¢oes integram-
se em livros onde se pretende ensinar
“elementos” de Geometria. As trés de-
monstragdes tém a particularidade de
assentar sobre 0 mesmo argumento geo-
métrico, dando simultaneamente a de-
monstragdo significados diferentes.

Os Elementos de Euclides assentam
sobre um “sistema axiomdtico-deduti-
vo”: cada livro da obra comega por defi-
nigdes e axiomas e continua com propo-
si¢coes. Cada proposigdo é deduzida a
partir dos axiomas e das proposi¢cdes
precedentes. A proposigdo que nos inte-
ressa € a proposi¢do XXXII do Livro L.
Euclides define o angulo rectilineo como
a inclinacdo entre duas rectas, o que nos
remete, sem divida, para a génese deste
conceito. Contudo esta defini¢do nao é
operatdria: ela permite saber de que ob-
jecto se fala, mas ndo ser4 utilizada nas
demonstragdes. Assim, para comparar
dois angulos, Euclides ndo compara in-
clinagdes, mas incorpora os dngulos em
estudo em triangulos (fig. 4) tais que AB
igualaDE e ACigual a DZ, comparando
seguidamente BC e EZ.

E Z B B
fig. 4

Este procedimento permite-lhe de-
monstrar na proposi¢do X VI que o angu-
lo externo dum tridngulo é maior que
qualquer dos dngulos internos néo adja-
centes’ (fig. 5).

Para demonstrar que a soma dos an-
gulos de um tridngulo € igual a dois
rectos, Euclides tem de mostrar que a
justaposicéo destes trés dngulos é igual a
justaposicdo de dois angulos rectos. A
partir da proposi¢do XIX, Euclides utili-
za o famoso axioma V das paralelas que
lhe permite comparar os angulos defini-
dos por uma secante a duas rectas para-
lelas. A demonstragdo da proposi¢do
XXXII consiste em tragar a recta parale-
laaolado AB, depois verificar aigualda-
de dos angulos BAC e ACE e dos angu-
los ABC e ECD, e assim obter uma
conclusdo (fig 6).

Esta demonstragdo permite reconhe-
cer o caracter absoluto, universal e ne-
cessdario da proposi¢do. O leitor ndo pode
sendo ficar convencido de que, paraqual-
quer tridngulo, a soma dos &ngulos é
igual a dois angulos rectos. Com efeito,
a forga de um raciocinio dedutivo que
parte de premissas verdadeiras estd no
facto de tornar irrefutdvel a conclusio.
Quem [€ fica, pois, a saber, mas sem
saber como se sabe. De resto, quer aqui
quer em todos os Elementos, Euclides
ndo indica como descobriu as demons-
tragdes: porqué esta maravilhosa parale-
la que permite ver e constatar o resulta-
do? O leitor também nédo sabe porque
razdo se demonstra a proposi¢do XVI e

fig. 7
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fig. 5 fig. 6

porque esperar ainda dezasseis proposi-
¢Oes para ter um resultado completo so-
bre a soma dos dngulos de um tridngulo.
Com efeito, aordem das proposi¢des dos
Elementos € imposta pelo processo de
dedugdo e ndo pela ordem da invencéo
ou pela necessidade de obter resultados.

Esta insatisfacio com a leitura de
Euclides € expressa no séc. XVII por
Arnauld e Nicole que criticam os
gedmetras antigos por “terem mais preo-
cupacgdo com a certeza do com a evidén-
cia, e com o convencimento do espirito
do que com o seu esclarecimento”
(Arnauld e Nicole, 1965, p. 326). O
espirito ndo se satisfaz sémente com o
saber, ele quer também saber como se
sabe®. Arnauld, com o argumento de que
os Elementos de Euclides sdo “confusos
e desordenados”, escreve em 1667 os
Nouveaux Eléments de Géométrie, pre-
tendendo assim remediar estes defeitos.

Na obra de Arnauld, a proposicio
sobre a soma dos angulos de um tridngu-
lo aparece no Livro VIII, consagrado
exclusivamente aos angulos rectilineos.
Arnauld define dngulo como uma “por-
¢do de superficie determinada segundo a
parte proporcional de uma circunferén-
cia cujo centro é o ponto onde estas
rectas se encontram” (Arnauld, 1982, p.
142) (fig 7). Em seguida explica ao seu
leitor que h4 quatro maneiras de medir o
angulo: o arco AC, a corda AC, o seno
DE, e a base DF (fig 8). Para cada uma
destas grandezas indica seguidamente os
problemas que esta concepcio de medi-
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da do Angulo permite resolver.

Arnauld dd por fim uma quinta forma
de comparar as grandezas dos angulos
considerando os “angulos feitos pelas
linhas entre as paralelas”, e enuncia que
toda a obliqua entre duas paralelas deter-
mina angulos alternos iguais (fig. 9).
Esta propriedade permite-lhe demons-
trar uma propriedade do angulo, a saber,
“todo o Angulo mais os dois angulos que
t&m os lados sobre a base sdo iguais a
dois rectos” (Arnauld, 1982, p. 154). Se
BC e BD sdo lados de um anguloe CD a
sua base, pode-se concluir o resultado
tragando MN paralela a CD (fig. 10).

Na obra de Arnauld, o capitulo sobre
os angulos ndo é um catdlogo de propo-
sicdes, mas antes um método de compa-
rar angulos e resolver problemas. O lei-
tor podera saber porque se sabe: serd
esclarecido. Neste capitulo a ordem das
proposi¢des ndo € regida pela ordem
dedutiva, mas pelo alcance dos conheci-
mentos induzidos por estas proposicoes.
Posto de outro modo, o lugar de cada
proposicio é determinado segundo a sua
pertinéncianaresolugdo de um certo tipo
de problema. Por exemplo, Arnauld ex-
plica que o arco € atinica “medida verda-
deira e natural” do dngulo e a base a
“medida mais imperfeita”. De facto, a
trissec¢do do angulo implica uma
trissec¢do do arco e ndo uma trissecgdo
da base.

A vontade de esclarecer o leitor ani-
ma do mesmo modo Clairaut quando
escreve, cerca de um século mais tarde,
os seus Elements de Géométrie. Efecti-
vamente, Clairault especifica no prefa-
cio da sua obra que pretendeu escrever
um tratado que “reunisse as duas vanta-
gens, de interessar e de esclarecer” o seu
leitor. Com este fim, concebe uma geo-
metria problematizada, isto €, uma geo-
metria na qual os conceitos e os saberes
t€m sentido porque sdo instrumentos para
resolver problemas. Consequentemente
o leitor saberd, e sabera porque sabemos.
Os problemas propostos por Clairaut
organizam-se a volta de uma mesma
problematica, a medicdo de terrenos’.

Visto que se trata, ndo de convencer,
mas de esclarecer e interessar o leitor, a
forma euclidiana da demonstragdo ndo
se adequa. Clairaut escreve, no prefacio,
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fig. 9

que “evita cuidadosamente dar qualquer
proposicdo sob a forma de teoremas,
onde se demonstra que esta ou aquela
verdade se verifica, sem mostrar como se
conseguiu descobri-la”. Prossegue ex-
plicando que “se os primeiros autores de
matemadtica apresentaram as suas desco-
bertas em teoremas foi, sem divida, para
dar um ar mais maravilhoso as suas pro-
dugdes, ou para evitar a dificuldade em
retomar a sequéncia das ideias que os
conduziram as suas descobertas”.
Clairaut, pelo contrdrio, quer ocupar 0s
leitores a resolver problemas, porque
assim estes “se apercebem a cada passo
que o levamos a fazer, a razao que deter-
mina o inventor; e por ai eles podem
adquirir mais facilmente o espirito
inventivo”. A ordem que preside a sua
obra € a ordem das invengoes.

Clairaut s6 introduz os conceitos e as
proposic¢des a medida que se tornam ne-
cessdrios para resolver problemas. As-
sim, o conceito de dngulo € introduzido
numa situacio em que so se podem me-
dir dois lados de um tridngulo: trata-se
pois de um problema que visa determi-
nar uma distancia inacessivel. Clairaut
explica que é necessdrio construir um
tridngulo semelhante, utilizando a forma
como um dos dois lados medidos “tom-
ba” sobre o outro. O angulo é entdo
definido como a inclinagéo de uma linha
sobre outra. Seguidamente Clairault ex-
plicacomo medirum angulo comaajuda
de um transferidor.

A proposicdo respeitante a soma dos
angulos de um tridngulo aparece igual-
mente como um meio de resolver um
problema: trata-se de encontrar um pro-
cesso simples e eficaz de assegurar que
as medidas dos 3 angulos de um tridngu-
lo séo exactas. Dado um tridingulo ABC,
Clairaut explica primeiro que se “sente
que a grandeza” do dngulo C deve resul-
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fig. 10

tar das dos angulos A e B, pois assim que
alterarmos estas, as rectas AC e BC alte-
ram-se e o0 dngulo C também. Para achar
como se pode concluir a grandeza do
angulo C a partir das dos 4ngulos A e B,
Clairaut supde que BC gira em torno do
ponto B para a recta BE (fig. 11).

Ele escreve entdo: “é evidente que ao
mesmo tempo que BC gira, o angulo B se
abre continuamente; e que, pelo contra-
rio, o Angulo C se fecha cada vez mais; o
que poderia fazer pensar que, neste caso,
a diminui¢do do angulo C igualaria o
aumento do dngulo B e que assim a soma
dos trés dngulos A, B, C seria sempre a
mesma seja qual for a inclinagdo das
linhas AC e BC sobre a linhas AE”.

Assim que a recta BC chega a posi-
¢do limite onde se torna paralela a AC,
este resultado pode ser demonstrado:
Clairaut escreve que “esta inducio pres-
suposta traz com ela a sua propria de-
monstragdo” e traca a recta ID paralelaa
AC (fig. 12).

Deste modo, Clairault ensina-nos
como o gedmetra tem a ideia de construir
esta paralela ao lado AC, ideia-chave
que permite demonstrar a proposi¢do.

Assim, para Clairaut, demonstrar é
também saber porqué e saber como se
sabe — isto é, que o saber implica o
processo pelo qual se sabe. Porque € que
um conhecimento se torna objecto de
pesquisa do geémetra? Como € que o
geometra chega a verdade? Como é que
o gedmetra inventa o seu saber? Portan-
to, porqué e como o gedmetra sabe que a
somados angulos de um tridngulo éigual
a dois rectos? Para Clairault, o saber do
gedmetra € um meio de resolver proble-
mas: o seu leitor aprende, pois, qual o
problema que o leva a interrogar-se so-
bre a soma dos angulos de um tridngulo
(o porqué), e que investigacdes o condu-
zem a construir a paralela a um dos lados
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fig. 11

do tridngulo (o como). O leitor pode
apropriar-se do saber: ele estd esclareci-
do e interessado.

Utilizando os termos histéricos, di-
remos que a actividade de demonstrar
pode ter trés significados, que corres-
pondem a exigéncias diferentes: as de
convencer para saber, esclarecer para
saber como se sabe e inferessar para
saber porque se sabe'?. Estas exigéncias
correspondem a concepcdes diferentes
do saber e podemos, pois, alargar a ques-
tdo do sentido da actividade de demons-
trar a do sentido do saber.

A que concepc¢oes do saber
remete a necessidade de
demonstrar?

Referimos que Arnauld e Clairaut
fazem um certo ndmero de criticas aos
Elementos de Euclides. Estas criticas
correspondem a uma nova concepgao do
saber, que tem origem nas praticas mate-
maticas dos gedmetras do séc. XVIL
Estes gedmetras véem nos escritos de
Euclides ou de Arquimedes um saber
condensado, um saber que suscita o con-
sentimento, mas um saber que ndo per-
mite inventar. Eles vao sobretudo levar a
peito a produgdo de métodos que lhes
permitam resolver problemas —método
cartesiano, método dos indivisiveis,
método das tangentes, métodos
projectivos, de forma a responder a sua
sede deinventar. Assim La Géométrie de
Descartes de 1637, ndo é um catdlogo de
proposi¢des geométricas mas um méto-
do pararesolver problemas geométricos
transformando-os na resolucdo de equa-
¢oes algébricas.

Podemos ver aqui uma ruptura entre
um saber concebido como um produto
que se inscreve num discurso constitui-
do e que tem coeréncia neste discurso, e
um saber concebido como um processo,

fig. 12

que é construido a partir de problemas e
que toma sentido nas préticas''.

De acordo com a segunda concep-
¢do, uma demonstragdo ndo € sémente
um texto mas o conjunto do processo que
transforma uma questdo num objecto de
investigacdo, que leva a definir ou a
modificar conceitos e que conduz areso-
lugdo de um problema: “umademonstra-
¢do matemdtica é a andlise da proposigao
matemdtica” (Wittgenstein, citado por
Bouveresse, 1988, p. 61). Esta dltima
observagio tem implicagdes diddcticas
sobre as quais voltaremos na segunda
parte deste artigo, interrogando-nos so-
bre as concepgdes epistemoldgicas subja-
centes ao ensino da demonstracao.

Notas

1. Este artigo retoma o texto de uma confe-
réncia publicadaem Rosmorduc (Ed.) (1991)
Actes des Journées Paul Langevin, Universi-
dade de Brest, sob o titulo La démonstration
mathématique: Histoire, epistémologie et
enseignement. Agradeco a Rudolf Bkouche,
Christine Docq, Jean-Claude Duperret, Jean
Houdebine, Marc Legrand e Nicolas Rouche
0s seus comentarios e criticas que me permi-
tiram precisar, modificar e rectificar o texto
inicial.

2. Para os termos realista e idealista, adopta-
remos a terminologia de Bouveresse (1988,
p. 23).

3. Poderemos encontrar exemplos histdricos
desta simultaneidade em Barbin (1989). Ler,
em particular, o artigo de Bkouche (1989).
4. Utilizamos aqui as indicag¢des dadas em
Caveing (1982).

5. Pode-se referenciar o trabalho de Vernant
(1971) e o de Caveing (1982).

6. Para um estudo detalhado destas trés de-
monstragdes, pode-se consultar Barbin
(1989).

7. Sobre esta demonstragio e sobre a constru-
¢do das significagdes do angulo no Livro I
dos Elementos de Euclides, consultar Barbin
(1988).

8. Sobre as criticas da demonstrag@o gregano
séc. XVII, pode-se referir a Barbin (1988).
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9. Sobre a obrade Clairaut, ver Barbin (1991).
10. Numa abordagem didactica Gilah Hanna
distingue entre as demonstragdes que de-
monstram e as que explicam: as que explicam
ndo mostram apenas que a proposicao é ver-
dadeira, mas também porque ela é verdadei-
ra, e elas devem ser preferidas no ensino
(Hanna, 1989).

11. Sobre a pertinéncia desta distingdo na
formac@o, consultar Charlot (1990).
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