Pedro, aluno do 7°
ano do curriculo
experimental
MAT7gq, dizia que o
que gostava na
geometria era “ver
tudo o que ha num
sOlido”. Referia-se
assim as exploracoes
que tinha feito com
cubos, tetraedros e
outros poliedros. Sera
que ja vimos fudo o
que hd num cubo?

Tudo o que ha num cubo...

A geometria ocupa de novo um lugar
derelevo nos programas de Matematica.
No entanto, se bem compreendo o que os
autores do programa pretendem, néio se
trata de um regresso ao passado, a inter-
mindvel lista de postulados, teoremas,
lemas, coroldrios e escélios com que se
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pretendia, desastradamente, levar os alu-
nos a penetrar nas belezas do raciocinio
dedutivo! Em lugar disso, outros modos
de abordar o ensino da geometria tém
sido propostos, dando um papel prepon-
derante, por exemplo, as actividades de
visualizagfo e as conexdes da geometria
com outros temas da Matematica.

A geometriano espaco tridimensional
deverd também ser privilegiada, com a
inclusdo de propostas envolvendo a uti-
lizagdo de materiais
manipuldveis, a plani-
ficacdo e a construgio
de modelos, e a com- H
preensdo e aprendiza- e
gem das representa- E
¢0es no plano de ob-
jectos a trés dimen-
soes.

Um dos sélidos A
mais simples e mais
conhecido, suposta-
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mente, € o cubo, o qual pode constituir
um ponto de partida excelente para ex-
ploragdes interessantes, pondo em jogo
diversas actividades dos tipos que aca-
bamos dereferir. Neste artigo serfio apre-
sentadas algumas propostas de trabalho
para alunos de diversos niveis de escola-
ridade. A primeira fez parte
do curriculo experimental do
projecto MAT,,.

Cortar um cubo ao
G meio

De quantas maneiras di-

ferentes se pode cortar, com

- C  umplano, um cubo ao meio?
B O mais interessante nesta
actividade é talvez a forma
nebulosacomoelaestd enun-

ciada e daf as estimulantes

discussdes a que dé lugar... O que é
cortar ao meio? A principio podemos ser
levados a considerar que “ao meio” sig-
nifica em duas partes simétricas, como
por exemplo no caso dos planos o (fig. 1)
e B (fig. 2). Mas, reflectindo um pouco,
podemos pensar que ao meio significa
“em duas partes iguais” e entdo o plano
Y também serve (fig. 3). E o que sdo
maneiras diferentes? No primeiro signi-
ficado de “cortar a0 meio”, poderfamos
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considerar que haveria trés modos dife-
rentes com planos tipo o (corresponden-
tes asfaces EFGH, FBCG e ABFE) e seis
modos diferentes com planos tipo P
(correspondendo aos seis pares possi-

A B
figura 4

veis de arestas opostas). Mas, se Y tam-
bém corta ao meio, entdo comegamos
talvez a pensar que os planos o, B e yséo
afinal do mesmo tipo... contém todos a
recta a, perpendicular a face EFGH e
passando pelo seu centro (ver fig. 4). E
assim haveria trés tipos de cortes,
correspondendo respectivamente a pla-
nos contendo as rectas a, b e c. Mas que
dizer de um plano perpendicular a
diagonal espacial do cubo, FD, e passan-
do pelo centro do cubo? Esse plano corta

d.
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figura 5
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o cubo segundo um he-

- xagonoregular (visivel

na capa destarevista) e
it divide-o em duas par-
tes geometricamente
iguais (ver fig. 5). E
ndo é de nenhum dos
tipos anteriores! E nédo
7 acontecerd o mesmo —
B divisdo do cubo em

duas partes geometri-

camente iguais — para

todo o plano passando

pelo centro do cubo?
Decididamente, esta exploragdo ndo vai
acabar mais...

Que poligonos hd num cubo?

Ou, dito de outra maneira: gue tipos
de poligonos posso obter quando corto
um cubo por um plano? Em relacdo a
cada tipo de poligonos, que planos espe-
cificos os originam? Para investigar es-
tas questdes, ha por um lado que proce-
der sistematicamente, comegando pelos
vérios tipos de tridngulos, depois pelos
quadrilateros, etc.. E por outro lado, tere-
mos a tarefa muito facilitada se recorrer-
mos a algum tipo de material
manipuldvel. Um “esqueleto de cubo”
(cubo formado pelas arestas), como dizi-
am os alunos do MAT ., e elasticos de
cor ou uma simples linha de coser sdo
suficientes. Um material interessante mas
um pouco mais caro consiste em cubos
com as faces em acrilico e um dos cantos
cortado. Este canto destina-se a permitir
encher parcialmente o cubo com um li-
quido colorido, de modo a que a sua
superficie defina, conforme a posi¢do do
cubo em relagfo ao plano horizontal, os
varios tipos de poligonos de corte (ver
capa desta revista). O liquido pode ser
simplesmente 4gua co-
lorida com uma peque-
na dilui¢do de Ecoline,
uma aguarela liquida
que se vende nas lojas
de produtos para belas
artes'.

A tabela da pagina
seguinte apresenta al-
guns resultados desta
investigacao.

/
Educagio e Matemdtica n°® 26
2° trimestre de 1993

Margarida Dias

Quando o plano de corte é paralelo a uma
aresta, como neste caso, a sec¢io € um
rectangulo. Como se indicano texto, para
certos volumes de liquido e certas incli-
nacdes do cubo, a seccdo € exactamente
um quadrado.

Como podem chegar os alunos (e
nés) a estes resultados? Manipulando,
visualizando, conjecturando, argumen-
tando, inventando contra-exemplos, re-
correndo a intui¢do espacial. Quanto a
demonstragdes, deve dizer-se que pro-
var, com um minimo de rigor, muitos
destes resultados, ndo € tarefa facil. Po-
dem-se dar algumas justificagdes parci-
ais, apoiadas sobretudo na intuigdo, e
issojd éimportante. Mas ademonstracio
completa de muitos deles exige algumas
horas e vdrias paginas escritas. Porisso é
tarefa que estd para além do que se pre-
tende dos alunos em geometria, mesmo
no ensino secundario.

Investiguemos em particular o caso
interessante dos cortes que ddo quadra-
dos. Um caso evidente é o dos planos
paralelos a uma face — se deitarmos um
pouco de liquido no cubo, € assentarmos
uma sua face sobre uma mesahorizontal,
logo vemos surgir um quadrado. Mas
existem outros planos que também ddo
quadrados. Para o reconhecermos, deite-
mos um pouco de liquido, ndo muito, no
cubo, e assentemos uma das arestas na
mesa horizontal. Inclinando o cubo para
um ou outro lado, sempre com a aresta
sobre a mesa, conseguimos em geral
obter um quadrado, com uma inclina¢éo
conveniente. Digo em geral porque isso



Poligonos que resultam de cortes planos num cubo

poligonos

propriedades dos planos

tridngulos

cortando apenas trés faces do cubo

tridngulos equildteros

perpendiculares a uma diagonal espacial do cubo

tridngulos isdsceles

paralelos a uma diagonal facial do cubo

tridngulos escalenos

nem perpendiculares a qualquer diagonal espacial

nema qualquer diagonal facial

quadrildteros

cortando exactamente quatro faces

trapézios isésceles

paralelos a uma diagonal facial

trapézios rectangulos

ndo existem, a ndo ser dando rectangulos

paralelogramos cortando dois pares de faces opostas
rectangulos paralelos a uma aresta
quadrados ver texto
pentdgonos cortando exactamente 5 faces
hexdgonos cortando seis faces

hexdgonos regulares

perpendiculares a uma diagonal espacial, cortando as

arestas nos pontos médios

$6 € possivel para certas quantidades de
liquido, e ndo para outras!

Observe-se a fig. 6, em que se repre-
senta a face ABCD de frente, com a
aresta CG apoiada na mesa, e com dife-
rentes quantidades de liquido. O 4ngulo
¢ define a posi¢io do cubo em relagfo
mesa horizontal. E intuiti-
vo que a superficie do liqui-
do, nestas condi¢des, € sem-
pre um rectangulo. Um dos
lados do rectangulo é igual
a aresta [ do cubo, seja qual
for a quantidade de liquido.
O outro, representado pelo
segmento PQ, & inferior a /
para pequenas quantidades
de liquido (fig. 6A), mas

D L.

numa posi¢io intermédia (fig. 6B), obte-
remos um quadrado. O volume de liqui-
do para obter um quadrado € funcéo do
angulo ¢, quando este varia no intervalo

]g%t[ Notando que o &ngulo

QPC = ¢—g e que o volume v do
liquido € o de um prisma recto de base

triangular POC e alturaigual a /, teremos

3
V= %cos(({) — Z) sen(d) — g), para

T 3n

O volume maximo obtém-se quando

L :
0= 5+ ou seja quando as arestas CG e
AE estio no mesmo plano vertical. O

volume de liquido nesse caso serd igual
3

a — . Vemos assim que para um volume

de liquido inferior a um quarto do volu-
me do cubo podemos obter, com uma
aresta assente na mesa horizontal € uma
inclinagdo conveniente, um quadrado
como superficie do liquido. Como € in-
tuitivo, também o mesmo resultado é
possivel com volumes de liquido superi-
ores ou iguais a trés quartos do volume
do cubo.

A stella octangula® de Kepler

Como poderemos inscrever um
tetraedro regular num cubo? “Inscre-
ver” significa aqui que os 4 vértices do
tetraedro coincidirdo com vértices do
cubo. Na fig. 7 os vértices A, C, He F
definem um tetraedro regular, represen-
tado a sombreado. Dos oito vértices do
cuba sobram quatro, com os quais pode-
mos formar outro tetraedro regular igual
ao primeiro, e que o cruza. O conjunto
dos dois tetraedros foi estudado pelo
frade e matematico Luca Pacioli, autor

quando essa quantidade au-
mentasuficientemente, € su-
perior a / (fig. 6C). Entdo,

figura 6
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de uma célebre 4lgebra (a primeira im-
pressa) do inicio do Renascimento, a
Summa de arithmetica, geometrica,
proportioni e proportionalita, publicada
em 1487. Aopar de tetraedros deu Pacioli
o nome de octaedrum elevatum, por ra-
z0es que veremos em breve. Um século

H G

figura 7

mais tarde, Kepler também estudou o
conjunto dos dois tetraedros, agora com
onome de stella octangula. Nafig. 8 estd
representada a stella octangula. E relati-
vamente f4cil ver (quer o leitor tentar?)
que cada uma das pequenas pirdmides
triangulares, de que IJKF é um exemplo,
é também um tetraedro regular, cujaares-
ta tem por comprimento metade da
diagonal da face do cubo. Referiremos o
teraedro IJKF como tetraedro pequeno,
e o tetraedro inscrito no cubo como
tetraedro grande, no que se segue.

H

figura 8

Tomando o volume do tetraedro pe-
queno como unidade de volume, quanto
vale o volume da stella octangula? E o
volume do cubo? Em primeiro lugar,
como a aresta do tetraedro pequeno vale
metade da do grande, vemos que cada
tetraedro grande vale § tetraedros peque-
nos (dois tetraedros regulares s3o sem-
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pre semelhantes...). Podemos também
ver que a intersec¢do.dos dois tetraedros
grandes é um octaedro, pois € claramente
um sélido com oito faces tridngulos
equildteros. De resto, ndo € mais do que
o poliedro dual do cubo, cujas arestas se
obtém unindo por segmentos 0s centros
das faces do cubo (ver fig. 9). Portanto,
um tetraedro grande € formado por um
octaedro e por quatro tetraedros peque-
nos. Como o volume do tetraedro grande
vale oito pequenos, concluimos que o
octaedro vale quatro tetraedros peque-
nos. Mas, por outro lado, a stella
octangula pode considerar-se um
octaedro a que se colaram oito pequenos
tetraedros, um em cada face (dai o nome
de octaedrum elevatum, de Pacioli). As-
sim, o volume da stella vale 4+8=12
tetraedros pequenos.

figura 9

Quanto ao cubo, se pensarmos na
stella octangulanele inscrita, vemos que
oespago do cubonéo ocupado pela stella
é formado por 12 piramides — uma por
cada aresta do cubo. Uma dessas pirami-
des tem por base o tridngulo ELJ e por
vértice o ponto F. Note-se que o tridngu-
lo EIJ é igual ao tridngulo IJK e estd no
mesmo plano. Ento as pirAmides EIJF e
IJKF tém bases iguais, situadas no mes-
mo plano, e o vértice comum. Deduz-se
daf que tém o mesmo volume (estd a ver
porqué, leitor?). Ou seja, cada uma das
doze pirdmides tem o mesmo volume
que o tetraedro pequeno. O volume do
cubo é entdo igual ao da stella octangula
(isto é, doze unidades), mais doze peque-
nos tetraedros. Vale portanto 24, na uni-
dade de volume adoptada. Em conse-
quéncia, ficamos a saber que o octaedro
dual do cubo tem um sexto do volume do
cubo.
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Em que condi¢des se obtém um losango,
num corte plano de um cubo? O plano tem
que cortar, estd claro, quatro faces. Tem
que cortar duas arestas opostas. E, final-
mente, tem que ser paralelo auma diagonal
facial. Este caso ndo estd considerado na
tabela de resultados.

Possiveis extensoes

Coloquemos o cubo na posi¢do indi-
cadanafig. 6,com ¢ =m/2. Se enchermos
a pouco e pouco o cubo com liquido, e
designarmos por 4 a altura da sua super-
ficie emrelagéo ao tampo da mesa, como
sdo os gréficos das funcSes que expri-
mem:

e a drea da superficie do liquido em
Sfungdo de h?
* o volume de liquido em fungdo de h?

Coloquemos agora o cubo assente
sobre um dos vértices e com arespectiva
diagonal espacial vertical. Como € o
e grdfico da funcdo que exprime o peri-

metro do poligono formado pela su-
perficie do liquido, em funcdo de h?

Relativamente a esta tltima posi¢do
do cubo, quais sd@o os volumes de liquido
que correspondem aos momentos em que
o liquido vai atingindo os diferentes vér-
tices do cubo?

Ja saberemos agora tudo o que hd no
cubo...?

Eduardo Veloso

Notas:

1. Um material deste tipo é sugerido no livro
Beyond the Third Dimension, de Thomas
Banchoff, Ed. Scientific American Library.

2. Paraoutras actividades envolvendo astella
octangula, consultar The Stella Octangula
Activity Book, da Key Curriculum Press/
Visual Geometry Project.



