2

Este vértice é o ponto de intersecgdo das
rectasre b.
A rectar tem declive igual a - tg ol
Como p é perpendicularar, o dngulo
[SAP] mede 90 - a.. Como o tridngulo
[SAP] é isGsceles, a recta a tem declive
- tg(90 - o) ou - cotg a. A recta b é
paralela a esta, logo tem o mesmo decli-
ve.
Obtemos entdo o sistema:
Rectar y=-tgo.x+10tgo
Rectab y=-cotgo.x+20cotg o
Eliminando o chegamos a equacdo
y2=x2-30x + 200
que é o lugar geométrico dos pontos
onde se pode situar o vértice M.
Esta curva é uma hipérbole de focos

em (15++/50 ;0)e (15-+/50 ; 0) eem
que as assimptotas sdo as rectas
y=x-15e y=-x+15.

LS
s

10 x.' _I_.-

Pela andlise da figura verificamos
que, se M estiver no ramo do lado
esquerdo da hipérbole, o dngulo o pode
variar entre 45° e 90° (exclusivé). Se M
estiver no ramo do lado direito, o pode
variar entre 135° e 180° (exclusivé).

Alberto Canelas faz notar que 0 tini-
co tridngulo is6sceles solugdo do proble-
ma é um tridngulo equildtero.

H4 também um tridngulo rectangulo
nas condi¢oes do problema. Os seuslados

medem 10, 10+/2 e 10+/3.

José Paulo Viana
Esc. Sec. de Carnide
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Os espioes
da Praca Vermelha

Alberto Canelas

De vez em quando aparecem problemas a partir dos quais se pode

partirpara novas aventuras.

E o que se passa com o "Encontro na Praga Vermelha", que permite
fazer uma série de interessantes prolongamentos, variantes e

generalizagoes.

No niimero 24 de Educagdo e Mate-
mdtica foi proposto o problema “Encon-
tro na Praga Vermelha™:

Dois agentes secretos tém um encon-
tro marcado para um certo dia de Outu-
bro na Praga Vermelha. Com receio de
uma possivel actuacdo da contra espio-
nagem, tomaram as seguintes medidas
de precaucdo:

* Cada um deles chega a praca num
momento escolhido ao acaso entre o meio-
dia e a uma hora da tarde.

o Nenhum deles espera mais de 15
minutos pelo outro.

Qual é a probabilidade de o encontro
realmente se efectuar?

A resolucdo deste problema foi
publicada no nimero 25 desta revista.
Apesar destes encontros de agentes se-
cretos na Praga Vermelha estarem a ficar
um pouco fora de moda, vale a pena fazer
algumas generalizacOes e referir outros
casos que se considere de interesse.

1° - Probabilidade de dois espides A
¢ B se encontrarem, no intervalo de tem-
po de 1 hora, sabendo que A e B esperam
um pelo outro k horas, com k<1.

A probabilidade do encontro se veri-
ficar é dada por

P=[K(t+ide+ fK 2kde+
+} A-t+k)de

Efectuando os cdlculos chegamos a
expressao

P= 2k - k2
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Substituindo k por 1/4, obtemos o
valor7/16, solugdo do problema inicial.

Podemos fazer uma tabela para al-
guns valores.de k.

k(h) P kh) P
0 0 06 084
01 0,19 07 091
02 036 dis U0
03 . 051 09 0,99
04 064 1 1
85000075

Como seriade esperar, a probabilida-
de tende para 1 quandok tende para 1. De
notar, que quando o intervalo de tempo
deesperaé de 0,9 h (54 minutos) jd existe
uma probabilidade de 99% de os espides
se encontrarem.

2° - Probabilidade de dois espides A
e B se encontrarem nodecorrer de 1 hora,
sabendo que A e B esperam um pelo
outro durante intervalos de tempo de k e
m horas, respectivamente, com k,m < 1.

A probabilidade do encontro se veri-
ficar € dada por

P=[ (t+k)dt+ (LK (m+k)der

+1 4 (-t+m)dt

Efectuando os cdlculos chegamos a
expressdo
k% +m’

P=k+m-— 2

Podemos calcular alguns valores dan-
do as probabilidades de encontro de dois



0 02 04 .06 08 1

espides que esperam k € m
horas, obtendo a tabela ao
lado.

Note-se que, fazendo 8 5
k=m nesta expressdo, obte- O’ 4
mos a do 1° caso. i 0.6

Como se pode observar, 0.8
mesmo que um dos espides 1’

0,00 0,18 032 042 048 0,50
0,18 036 050 060 0,66 0,68
032 050 064 074 080 082
042 060 074 084 090 092
048 066 08 090 09 0,98
050 068 082 092 098 1,00

seja extremamente impaci-
ente, isto €, ndo espere pelo
outro, existe sempre probabilidade de se
encontrarem desde que o outro espido
seja um bocadinho menos impaciente.
Por exemplo, quando B néo espera por
ninguém mas A espera 0,4 h (24 minu-
tos), a probabilidade de se encontrarem é
de 32%.

3° - Probabilidade de dois espides se
encontrarem no decorrer de umintervalo
de tempo de n horas, sabendo que cada
um esperapelo outrok e m horas, respec-
tivamente, com k, m < n.

O raciocinio € idéntico ao do caso
anterior e a férmula a aplicar € a mesma
desde que se substituak e mpor k/n e
m/n, respectivamente. Isto é, nas condi-
¢des do problema, o intervalo [0;n], com
tempos de espera k e m, é equivalente ao
intervalo [0;1] com tempos de espera k/
m e m/n. A férmula obtida serd
_k+m k> +m’

P

Claro que fazendo n = 1 vamos obter
a expressdo do 2° caso.

4° - Probabilidade de r espides se
encontraremno decorrer de um intervalo
de tempo de n horas, sabendo que cada
um espera k horas pelos outros, com k <
n (para ndo complicar mais, nfo estuda-
mos 0 caso em que os tempos de espera
sdo diferentes).

Vamos considerar primeiro o caso
em que o intervalo de tempo durante o
qual o encontro se pode dar é de 1 hora,
Seguindo o mesmo tipo de raciocinio do
1° caso, podemos escrever:

7 1-k

P=jf+io 2 la+

il -t la

Efectuando os cdlculos e generali-
zando para o caso em que o intervalo de
tempo tem a dimenséo n, tal como fize-

mos no 3° caso, isto &, substituindo k por
k/n e m por m/n, chegamos finalmente 2
expressao:

Ik, ik ek
P=F(2 —1)+—F- I_T

Se, na expressdo anterior, substi-
tuirmos r por 2 (apenas dois espides) e n
por 1 (intervalo de uma hora para o en-
contro), vamos obter P =2k - k2, que é
aexpressdo que encontramos no 1° caso.

Vou tecer alguns comentdrios acerca
da expresséo obtida para este caso:

a) Quaisquer que sejam os valores de
k en (desde que n#0), a férmula conduz
a P=1 se r=1. Isto quer dizer que, se
houver um sé espido, ele se encontra
sempre consigo préprio qualquer que
seja o seu tempo de espera (inclusive um
tempo de espera nulo), o que estd de
acordo com o esperado!

b) Vamos também examinar um caso
semelhante ao do enunciado original do
problema, mas com a diferenga de, em
vez de dois, existirem r espides. Isto €,
vou aplicar a férmula anterior para o
caso de n=1 e k=0,25, o que conduz 2
expressao:

e L
s

Fazendo os célculos para os possi-
veis valores de r, obtemos a tabela:

Espides (r) Probabilidade
1 1,000
0,438
0,198
0,092
0,043
0,021
0,010

~N O\ bW
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Como se pode observar, a probabili-
dade de haver encontro diminui 4 medi-
da que aumenta o nimero de espides.
Para o caso que estamos a estudar, pode-
mos confirmar que para r=1 vem P=1 e
parar=2 vem P=0,438 que é a solu¢do do
problema original. No caso de termos 7
espides, a probabilidade de todos se en-
contrarem € de apenas 1%. Se os espides
fossem 20, a probabilidade desceria para
0,002%.

5° - Probabilidade dos espides se
encontrarem em qualquer dos casos an-
teriores, mas em que o nimero de dias s
para o possivel encontro é varidvel.

Por outras palavras, vamos conside-
rar o caso em que os espides fazem o
seguinte acordo: se ndo nos encontrar-
mos no primeiro dia, durante o intervalo
de tempo previsto e esperando o tempo
combinado, voltaremos no dia seguinte
nas mesmas condigdes, e assim sucessi-
vamente até se efectuar o encontro.

Se representarmos por P a probabili-
dade de o encontro se efectuar no primei-
rodia, 1 - Prepresenta a probabilidade de
0 encontro ndo se efectuar nesse dia. A
probabilidade de o encontro nio se efec-
tuar nem no primeiro nem no segundo
dia serd (1 - P)(1 - P). Ao fim de s dias, a
probabilidade de o encontro ndo se ter
ainda verificado é dada por (1 - P)s. Logo
aprobabilidade de o encontro se efectuar
até ao s-ésimo dia serd dada por:

P, =1-(1-P)°

Vou tecer alguns comentérios acerca
desta expressao.

a) Quaisquer que sejam os valores de
P, a expressdo conduz a P =0 se s =0.
Isto apenas quer dizer que, se os espides
ndo comparecerem a nenhum encontro
de certeza que ndo se encontram, o que
estd de acordo com o esperado!

b) Quaisquer que sejam os valores de

P (desde que P#0), o lim P, = 1 quando
s tende para infinito. Por outras palavras,
por mais pequena que seja a probabilida-
de de encontro (mas # 0), o encontro
acabard por se efectuar desde que o nu-
mero de tentativas de encontro seja sufi-
cientemente grande, o que também est4
de acordo com o esperado!

¢) Consideremos em terceiro lugar o
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caso inicial dos nossos dois espides que
combinaram encontrar-se entre 0 meio-
dia e a uma hora da tarde, com tempo de
espera maximo de 15 minutos, e que,
adicionalmente, combinaram voltar ao
local até se encontrarem. Neste caso par-
ticular, a expressdo-toma a forma

P=1-(9/16)

Representando Pg em funcdo de s,
obtemos a tabela:

Dias(s) Py Dias Pg
0 0,000 4 0,900
1 0438 5 0944
2 0,684 6 0,969
3 0,822 7 0,982

Vamos interpretar os resultados.

Para s = 0 temos P = 0, concordante
com o anteriormente referido. Paras =1
obtemos P =0,438, solu¢do do problema
original. Ao fim de uma semana de en-
contros marcados, a probabilidade de os
2 espides se encontrarem j4 € superior a
98%. Se nio se encontrarem durante
estas tentativas ou tém muito azar ou €
caso para comecarem a desconfiar. O
valor da probabilidade de se encontra-
rem ao fim de duas semanas sobe para
mais de 99,9%. Nesse caso ndo hd azar
que resistal Se ndo se encontrarem €
porque algum deles foi preso pela con-
tra-espionagem!

d) Vamos finalmente explorar um

pouco mais a expressdo do 5° caso. Con-
sideremos dois espides muito impacien-
tes que s6 esperam um minuto um pelo
outro. A probabilidade de se encontra-
rem numa dnica tentativa de encontro é
bastante baixa (3%). No entanto, se ten-
tarem durante um més, essa probabilida-
de sobe para 64% e ao fim de um ano
encontram-se quase de certeza
(P=99,999%). Mesmo se fossem extre-
mamente impacientes (por exemplo,com
um tempo de espera de apenas um segun-
do), ao fim de 20 anos tinham grandes
probabilidades de ja se terem encontrado
(P=98%).

Alberto Canelas

Primeiro Encontro Luso-Brasileiro de
Historia da Matematica

Organizado pelo Semindrio Nacio-
nal da Histéria da Matematica, da So-
ciedade Portuguesa de Matemitica, vai
realizar-se o 1° Encontro Luso-Brasilei-
ro de Histéria da Matematica, em
Coimbra, nas instalagcdes do Departa-
mento de Matemadtica da Universidade
de Coimbra, de 31 de Agosto a 3 de
Setembro de 1993. Este Encontro é apoia-
do pela Associagdo de Professores de
Matemadtica e pelos Departamentos de
Matematicada Universidade de Coimbra
e da Faculdade de Ciéncias da Universi-
dade de Lisboa. Os dois primeiros dias
sdo destinados a conferéncias por inves-
tigadores brasileiros e portugueses, € 0s
dois tltimos a mini-cursos simultaneos
de 10 horas. No fim de cada um dos dois
primeiros dias realizar-se-d0 mesas re-
dondas, a primeira sobre “A Histéria da
Matemética no Ensino de Matemadtica” e
asegunda sobre “Cooperacdo Luso-Bra-
sileira em Hist6ria da Matematica”.

Do programa provisorio constam as
seguintes conferéncias: A institu-
cionalizagdo dapesquisa matemdticano
Brasil, nos ultimos 60 anos (Ubiratan
D'Ambrésio, Campinas), A Matemdtica
na Universidade de Coimbra de 1537 a
1771 (JodoFilipe Queird, Coimbra), José
Anastdcio da Cunha e a crise ideoldgica
portuguesa dos fins do século XVIII (Gra-
ca Silva Dias, Lisboa), A teoria das pa-
ralelas segundo Euclides (Rubens
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Gouvéa Lintz, Sdo Paulo/Ontério), So-
breaobrade J. Vicente Gongalves (José
Jodo Dionisio, Lisboa), De Euler a La
Condomine —da Matemdtica a Historia
Natural da Amazonia (Guilherme de la
Penha, Belém), Notas sobre o Ensino da
Aritmética em Portugal (Rogério
Fernandes, Lisboa), A epistemologia dos
numeros complexos na Diddctica da
Matemdtica (Niltze Almeida, Sdo Pau-
10), A aritmética comercial na época dos
Descobrimentos (Anténio Marques de
Almeida, Lisboa), A "Matemdtica-Ma-
terna" de algumas tribos indigenas bra-
sileiras (Eduardo Sebastiani Ferreira,
Campinas), Rudolfo Guimardes e "Les
Mathématiques au Portugal” (Luis Sa-
raiva, Lisboa), O desenvolvimento da
Matemdtica no Brasil na século XIX e o
positivismo de Conte (Circe Mary da
Silva, Caxias do Sul), A Matemdtica no
Brasil: seu desenvolvimento a partir de
1810 (Clévis Pereira da Silva, Parand),
Uma solugdo de Fermat para umproble-
made Frénicle (José Morgado, Porto), A
dificil fundamentagdo dos niimeros ne-
gativos na primeira metade do século
XIX (Fernando Raul Neto, Pernambuco),
Uma obra inédita de José Anastdcio da
Cunha: O "Ensaio das Minas" (Maria
Fernanda Estrada, Braga), A divulgacdo
da Matemdtica através das Enciclopédi-
as Universais (Sérgio Nobre, Sdo Paulo/
Leipzig).
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Os mini-cursos até agora previstos
s30 0s seguintes:

Cl6vis Pereira da Silva (Parand) — His-
toria do desenvolvimento da Matemd-
tica no Brasil

Eduardo Sebastiani Ferreira (Campinas)
— O uso da Histéria da Matemdtica
no Ensino

Carlos S4 (Porto) — Historia da Geome-
tria Projectiva

Luis Saraiva (Lisboa) — Histéria da
Astronomia Grega

Precos de inscri¢io:

Encontro (dias 31 de Agosto e 1 de
Setembro): S6cios da SPM ouda APM—
1000$00; nfio sécios —1400$00.

Mini-cursos (dias 2 e 3 de Setembro):
Sécios da SPM ou da APM —4000$00;
n#o sécios — 48003$00.

Fichas de inscri¢do encontram-se na
sede da APM, bem como uma lista de
alojamentos recomendados pela Comis-
sdo Organizadora.

As inscricoes terminam a 29 de

Julho. Existem pré-inscri¢des nos cur-
sos, devendo indicar-se uma ordem de
preferéncia, pois o niimero de partici-
pantes € limitado. Enviar as inscri¢des
para:
I Encontro Luso-Brasileiro de Histéria
da Matematica, Departamento de Mate-
mética, Universidade de Coimbra, Apar-
tado 3008, 3000 Coimbra.



