Vantagens pedagogicas da perspectiva
frequencista de probabilidade

Neste artigo, sdo
discutidos diferentes
pontos de vista do
conceito de
probabilidade e
procura-se destacar o
interesse do ponto de
vista frequencista no
ensino de conceitos
probabilisticos
enquanto primeira
etapa facilitadora da
abordagem dos
outros pontos de vista
€ enquanto primeira
abordagem curricular.

Joseé Antonio Fernandes e Conceig¢éo Almeida

Introducao

Os pressupostos epistemolégicos e
filos6ficos em que se baseia o conheci-
mento de uma dada drea do saber influ-
enciam, em maior ou menor grau, o en-
sino dos professores ¢ a aprendizagem
dos alunos. No caso da matematica, fo-
ram €/ou sdo marcantes para o seu ensi-
no-aprendizagem variadas correntes de
pensamento, de que sdo exemplos mais
recentes: o formalismo, defendido por
Hilbert(1862-1943), o positivismo l6gico
da Escola de Viena, predominante nos
anos 40e 50, e o quase-empirismo, advo-
gado por Lakatos (1922-1973).

Naturalmente que a adesdo a uma
perspectiva formalista ou quase-
empirica, terd consequéncias diferentes
ao nivel do processo did4ctico. Para tal,
basta considerar que o programa
formalista consistiu numa procura in-
cessante de uma verdade universal e
absoluta para a matematica e a perspec-
tiva quase-empirica coloca a matematica
no dominio do questiondvel e do falivel.

Muito embora uma abordagem di-
ddctica assente em vérias perspectivas
conceptuais da matematica possa au-
mentar a capacidade de generalizagfo,
segundo a lei da variabilidade matemd-
tica de Dienes, a énfase em certas pers-
pectivas em detrimento de outras pode
revelar-se facilitadora da aprendizagem
emdeterminados momentos curriculares.

Pontos de vista das
probabilidades

O conceito de probabilidade pode ser
visto diferentemente consoante os fun-
damentos em que se baseia ou os prin-
cipios que releva. Para Hacking (1975),
o conceito de probabilidade assumiu
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sempre, ao longo dos tempos, um cardc-
ter essencialmente dual. Por um lado, a
probabilidade é estatistica namedida em
que se alicerca nas leis estocasticas dos

processos do acaso — ponto de vista.

z

objectivista — e, por outro lado, é
epistemoldgica na medida em que avalia
graus de crenga ou de convicgdo em
proposi¢des desprovidas de fundamento
estatistico— ponto de vista subjectivista.

As contribui¢des de Leibniz (1646-
-1716), relacionadas com graus de prova
em direito, e de Huygens (1629-1695),
sobre problemas aleatérios acerca de
jogos de sorte-azar, realcam a dualidade
da probabilidade desde o seu apareci-
mento.

O ponto de vista objectivista

Aderindo ao critério de objectivida-
de que o “matemdtico cldssico” adopta
para validar o conhecimento, podem-se
incluir, aqui, trés dos conceitos de pro-
babilidade referidos por Hawkins e
Kapadia (1984) e Orton (1988): o con-
ceito cldssico ou a priori , o conceito
axiomdtico ou formal e o conceito
frequencista ou empirico.

O conceito cldssico oua priori. Esta
perspectiva de probabilidade, que foi
dominante até ao tempo de Jacob
Bernoulli (1654-1705), emergiu e de-
senvolveu-se a partir de reflexdes sobre
Jjogos de sorte-azar.

Uma exemplificag¢do tipica deste
conceito, realiza-se no problema de ex-
trair uma bola de uma certa cor de uma
urna que contém bolas de vdrias cores.
Perante esta situacfio, comega-se por
identificar todos os acontecimentos pos-
siveis (sejam n) — que sdo mutuamente
exclusivos e igualmente possiveis — e,
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seguidamente, de entre estes, determi-
nam-se aqueles que sdo favordveis, isto
€, os que verificam determinado acon-
tecimento A (sejam n,). Assim, a pro-
babilidade do acontecimento A é arazio
n,/n.

No caso da uma ﬁrna conter 7 bolas
brancas e 5 bolas vermelhas, a probabilidade
de extrair uma bola de cada uma das cores
sera: 7

P(extrair bola branca) = i)

e P(extrair bola vermelha) = B

Para Konold (1983), a assuncdo de
que os acontecimentos devem ser igual-
mente possiveis, constitui a maior limi-
tacdo desta defini¢do. Tal constrangi-
mento pode ser visto a dois niveis: pri-
meiro, ndo dd resposta aos aconteci-
mentos ndo equiprovaveis — caso da
probabilidade de no langamento de um
punais , este cair com a ‘cabeca’ para
baixo — e, segundo, a propria defini¢do
classica de probabilidade apresenta um
caracter circular, pois as afirmacdes
“igualmente possiveis” e “igualmente
provaveis” sao sinénimas, nao podendo
qualquer delas ser usada para explicar a
outra.

O conceito axiomdtico ou formal. B
a Kolmogorov (1903-1987), matemati-
co soviético, que se deve a correcta
axiomatizagdo da teoria das probabili-
dades, estabelecendo as suas ligacdes
com a teoria métrica das fungdes.

A probabilidade é entendida como
uma funcdo que a acontecimentos de um
espago amostral faz corresponder valo-
res do intervalo [0, 1]. Esta fungdo de
probabilidade deve satisfazer aos trés
axiomas de Kolmogorov: (i) o nimero
atribuido a um acontecimento deve ser
ndo negativo; (ii) o valor atribuido ao
espaco amostral deve ser 1 e (iii) a pro-
babilidade de dois acontecimentos
disjuntos ¢ igual 2 soma das probabili-
dades dos acontecimentos, tomados in-
dividualmente.

Em notagdo simbdlica, sendo A e B
dois acontecimentos disjuntos quaisquer
do espaco amostral Q, tem-se:

@) P(A) 2 0;

) PQ)=1c¢e

(iii) P(A» B) =P(A) + P(B).
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No caso da experiéncia aleatéria do lan-
¢amento de uma moeda, as probabilidades de
obter a frente (F) ou o verso (V) da moeda,
sdo:

P({F}» {V) =1
({Fp {V}={V.F} =Q)

P{F}) +P({V}H =1
({F} e {V} sdo acontecimentos mutuamente
exclusivos)

P({F}) + P({F}) =1

({F} e {V} sdo acontecimentos equipro-
vaveis)

2P({F}) =1

PH{FH =P({V}) =5

O conceito frequencista ou empirico.
Esta interpretacio de probabilidade pro-
cura ultrapassar a natureza a priori dos
conceitos cldssico e axiomatico. Os de-
fensores desta abordagem associam
probabilidades aos acontecimentos a
partir da frequéncia com que expe-
rienciam esses acontecimentos.

Mais formalmente, dir-se-4 que um
experimentador que tenha observado n
acontecimentos, dos quais n, possuem
um certo atributo A, considerara a pro-
babilidade de A como sendo aproxima-
damente a razdo n,/n. A probabilidade
tedrica €, entdo, definida como o limite
de n,/n quando n tende para infinito [a
razdo n,/n também pode ser designada
por probabilidade pratica de acordo com
anocdo de certeza pratica em oposi¢do a
nogdo de certeza absoluta, consideradas
por Sebastido e Silva (1975)].

Este conceito de probabilidade rela-
ciona-se com o conceito cldssico de
probabilidade através da “lei dos grandes
ndmeros”, que foi pela primeira vez abor-
dada por Jacob Bernoulli (1654-1705),
da qual se fala mais adiante neste artigo.

Para Matalon (1980), aobjectividade
¢ vista num sentido mais restrito, iden-
tificando-se a “escola objectivista” com
a “escola frequencista”. Para além de
‘acusar’ a escola cldssica de uma defini-
¢do circular de probabilidade, tal como
Konold (1983), a sua ades@o ao cardcter
empirico das probabilidades parece bem
vincada na sua afirmacéo:

“A escola dita “objectivista” ou

“frequencista” recusa considerar como
relevante para o cédlculo de probabilida-

/
Educacdo e Matemdtica n°® 25
1° trimestre de 1993

des todo o sentimento de incerteza que
ndo seja o que assenta na ocorréncia de
tais acontecimentos, quer dizer, suscep-
tiveis de se repetir em condi¢des idénti-
cas, o que permite aos enunciados
probabilisticos serem verificados
empiricamente.” (Matalon, 1980, p.437).

Assim, para Matalon, falar da pro-
babilidade de um acontecimento por
natureza tnico ou da probabilidade de
uma proposicdo ser verdadeira, ndo tem
qualquer sentido.

O ponto de vista subjectivista

No sentido matematico, a questdo de
fundo da teoria das probabilidades con-
siste em saber se (i) a probabilidade
traduz uma situacdo de incerteza e (ii) se
uma situacdo de incerteza pode ser re-
presentada por uma probabilidade. Os
“subjectivistas” ou “personalistas”, para
além de satisfazerem o enunciado (i)
como acontece com os objectivistas, ddo
uma énfase especial ao enunciado (ii).

O facto de os subjectivistas, na ten-
tativa de aplicarem o célculo das proba-
bilidades ao maior nimero de situa¢des
de incerteza, romperem com algumas
limitacdes impostas pelo rigor
objectivistando deve serentendido como
sinénimo de arbitrariedade, pois, para
eles, o célculo das probabilidades deve
preservar o seu carécter cientifico.

Segundo Matalon (1980), os
subjectivistas concordam em que o cél-
culo das probabilidades exprime a coe-
réncia do comportamento e divergem
quanto a definicdo que ddo desse com-
portamento. Para concretizar a ideia,
pense-se nas apostas que um individuo
perfeitamente racional estd disposto a
aceitar sobre a ocorréncia de certo
acontecimento; apostas essas que sdo
equitativas, ou seja, o individuo néo pro-
cura ganhar mas antes ndo perder. As-
sim, para um ganho fixo, quanto mais
elevada for a parada que o jogador esta
disposto a arriscar maior serd a sua con-
fianca na realiza¢do do acontecimento e
as suas diferentes apostas sdo as que
maximizam a esperanga matematica,
tendo os seus graus de convic¢édo todas
as propriedades das probabilidades.



Nesta concepgdo de probabilidade,
Matalon (1980), Hawkins e Kapadia
(1984), Orton (1988) e Konold (1983;
1988) afirmam que a probabilidade atri-
buida a um acontecimento resulta do
grau de convic¢do do sujeito relativa-
mente a sua realizacdo, o que significa
que o conceito de probabilidade se des-
loca do acontecimento para o sujeito.

Muito embora se tenham feito esfor-
cos, relativamente bem sucedidos, para
estabelecer uma defini¢do o mais com-
pleta possivel do comportamento racio-
nal - uma das mais importantes deve-se a
Savage —este ponto de vista abrangente
do conceito de probabilidade foi aceite
apenas por uma minoria, tendo-lhe os
objectivistas dirigido intimeras criticas.
Assim, imaginaram-se situa¢des nas
quais individuos julgados racionais se
comportavam, por vezes, de modo in-
compativel com os axiomas; pode con-
testar-se que o comportamento racional,
como foi definido, seja de facto racional
e a teoria assegura que, no individuo
racional, as probabilidades representam
graus de convic¢do mas ndo garante que
tais graus de convicgao expressos pelos
individuos sejam de facto probabilidades.

Para Konold (1988) as teorias
subjectivistas t€m duas caracteristicas
essenciais: sdo normativas, no sentido
da aprovagao e por referéncia a opinido
de especialistas, especificando quéo ra-
cionais devem ser para formular e alterar
as suas crengas a luz de nova informacio
e ndo sdo descritivas quanto a forma
como as pessoas formulam e alteram
probabilidades subjectivas.

O ponto de vista frequencista
e o ensino

As vantagens da abordagem do con-
ceito de probabilidade numa perspectiva
frequencista destacam-se quando se pro-
curaintroduzir o conceito a alunos muito
jovens, como prevé a reforma curricular
queestdactualmente a serimplementada
no nosso pafs. De acordo com os novos
programas, o conceito de probabilidade
¢ introduzido no 9° ano de escolaridade
e desenvolve-se durante o o Ensino Se-
cunddrio, o que constitui uma inovagdo
relativamente aos antigos programas. Tal

Fieq. relativa (f)

inovagdo verifica-se relativamente a0 ano
de escolaridade em que é introduzido
pela primeira vez o conceito, ao seu
estudo por parte dos alunos da drea de
Humanisticas e ao grau de desenvolvi-
mento com que ele € tratado ao longo do
Ensino Secundério.

Particularmente aquando da introdu-
¢do do conceito, o interesse do ponto de
vista frequencista pode ser visto emrela-
¢do as outras perspectivas do conceito de
probabilidade e ao nivel da organizacéo
curricular.

O ponto de vista frequencista e as
outras perspectivas

A fundamentagdo tedrica do concei-
to frequencista de probabilidade reside
na chamada “lei dos grandes nimeros”
que afirma que “para um grande ndimero
de experiéncias, tendo cada uma um re-
sultado aleatério, a frequéncia relativa
de obtencdo de cada um desses resulta-
dos tende a estabilizar-se, convergindo
para um certo ndmero, a probabilidade
desse resultado.” (Ventsel, 1973, p. 14).

O gréfico seguinte exemplifica a es-
tabilizacdo da frequéncia relativa do re-
sultado “obter a face frente” naexperién-
cia do langamento de uma moeda ao ar.
Através do grafico constata-se que, a
medida que o nimero de experiéncias
aumenta, a frequéncia relativa (f) apro-
xima-se do valor 0.5, que é a probabili-
dade teérica do resultado considerado.
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A possibilidade de derivar o conceito
de probabilidade do conceito de fre-
quéncia relativa, permite perspectivar o
conceito frequencista de probabilidade
como um suporte para a abordagem dos
conceitos cldssico, axiomadtico e
subjectivista.

Conceitos cldssico e axiomdtico. Das
experiéncias do lancamento de uma mo-
eda ao ar, podem tirar-se as seguintes
conclusdes: (1) o espago amostral é defi-

nido pelos acontecimentos elementares

“sair a face frente” (F) e “sair a face
verso” (V), isto &, @ = {F, V}; (ii) a pro-
babilidade de cada um dos acontecimen-
tos elementares € 0.5 e (iii) os aconteci-
mentos elementares sdo independentes.

A partir das propriedades da frequén-
ciarelativa, podem-se inferir os axiomas
de Kolmogorov. Assim, paraum aconte-
cimento A, tem-se:

f(A) 20 ———>P(A) >0

f(Q=1 ——>PQ)=1

f(A » B)=1(A) + f(B) —>P(A)+P(B),
B ¢ incompativel com A

Conceito subjectivista. Considerem-
-se as duas questdes seguintes:

(1) Quantas pessoas s30 necessdrias para
seleccionar, ao acaso, pelo menos duas que
tenham nascido no mesmo més (ndo necessa-
riamente no mesmo ano) com uma probabili-
dade de 0.95? (Adapatado de Travers, 1981).

3
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100 1000 (escala logaritmica)
N° de lancamentos
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(2) Um jogador do totoloto fez trés apos-
tas no concurso desta semana. Com qual
dessas apostas, indicadas abaixo, tem mais
chances de ganhar um prémio?

(123456

(b) 5 13 24 25 30 42

() 217 1925 34 39

(d) Tem as mesmas chances de ganhar
um prémio com qualquer das apostas (b) e (¢)

(e) Tem as mesmas chances de ganhar
um prémio com qualquer das apostas (a), (b)
e (¢) (Fernandes, 1990).

Muitas pessoas acreditam que, no
caso da primeira questdo, o ndmero de
pessoas seria muito grande, o que con-
tradiz a obtencdo de um nimero de oito
pessoas para uma probabilidade ligeira-
mente superior a 0.95. Na segunda
questdo, muitas pessoas julgam que as
suas chances sdo maiores para as apostas
(b) ou (c) comparativamente com a aposta
(a), quando na verdade t€m as mesmas
chances de ganhar um prémio com
qualquer delas.

A partir das duas questdes anteriores,
destaca-se o facto de os alunos possui-
rem ideias probabilisticas para além do
conhecimento de probabilidades aceite
pelos peritos, que aescola procura desen-
volver nos alunos. A considera¢do de
tais ideias € da maior importancia para a
aprendizagem da matematica em geral e
dos conceitos probabilisticos em parti-
cular, independentemente do seu valor
cientifico.

No caso destas ideias concordarem
com o paradigma cientifico, elas podem
constituir um ponto de partida facilitador
da aprendizagem que se deseja que o
aluno adquira.

No caso destas ideias conflituarem,
de algum modo, com o paradigma cien-
tifico, a sua consideracgdo pode serigual-
mente importante. A apoiar tal impor-
tancia pode referir-se a persisténcia e a
estabilidade de muitas dessas ideias no
tempo, mesmo para além do ensino for-
mal. E assim que, assumindo a insufici-
éncia de um ensino visando apenas a
sobreposi¢do de conhecimentos, Konold
(1988a) propds trés critérios orientadores
de uma instruco efectiva: (1) “As mi-
nhas crencas concordam ou ajustam-se
as crengas dos outros?”, (2) “As minhas
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crengas sdo consistentes internamente?”’
e (3) “As minhas crengas ajustam-se as
observacdes empiricas?”’. Em especial
no critério (3), destaca-se o valor da
perspectiva frequencista para ajudar o
aluno a vencer possiveis ideias erradas.
E de notar que, nas situacdes apre-
sentadas inicialmente, o recurso a um
gerador de nimeros pseudo-aleatdrios
de um computador poderia ser usado
para simular cada uma das situacdes.

Organizacio curricular

Bruner (1973) recomendou dois ni-
veis fundamentais na compreensio de
um tema: a “compreensdo intuitiva” e a
“compreensdo analitica”. No caso do
pensamento analitico, o aprendiz cami-
nha passo a passo, € capaz de explicitar
esses passos, tem plena consciéncia da
informag@o e das operacdes envolvidas e
pode utilizar raciocinios cuidados e de-
dutivos; enquanto que, no pensamento
intuitivo, o aprendiz, geralmente, ndo
avanca através de passos cuidados e bem
definidos, tende a utilizar artificios apa-
rentemente baseados numa percepcio
implicita do problema total, obtém a
resposta a partir de pouca ou nenhuma
consciénciado processo que o levou atal
resposta, raramente € capaz de fazer uma
descri¢do completa do modo como obte-
veasuarespostae, naprocuradaresposta,
da saltos que num processo analitico exi-
gem verificacdo. A experimentacdo, ine-
rente a abordagem frequencista, surge
como uma estratégia para validar, de al-
gum modo, a intuicfo e para aproximar o

aluno da necessidade de prova analitica.

Também Glaymann e Varga (1975),
corroboram este ponto de vista ao defini-
rem trés abordagens para o ensino das
probabilidades: (1) experimentacdo, eta-
padestinada a familiarizar a crianca com
o tema através de uma vasta experimen-
tacdorealizada a partir de mdltiplas mani-
pulacdes de materiais diversificados; (2)
raciocinio elementar, etapa em que, a
partir de jogos de sorte-azar, as criangas
sdo encorajadas a comparar qualitativa-
mente as probabilidades de certos aconte-
cimentos e (3) medida em probabilida-
de, na qual os alunos poderdo avaliar a
probabilidade de certos acontecimentos
com base num nimero suficientemente
grande de experiéncias, partindo-se, da-
qui, para as nog¢des conjuntistas de reu-
nido, intersec¢do, complementacdo e
produto car-tesiano e ligando-as a adicéo,
subtrac¢do e multiplicagdo de probabili-
dades.

Desta andlise, quer ao nivel do ensi-
no-aprendizagem, quer ao nivel do con-
teudo probabilistico, pode-se sugerir, ao
nivel curricular, dois momentos para o
ensino-aprendizagem do tema de proba-
bilidades: no primeiro momento, tratar-
-se-ia o0 conceito de uma perspectiva
mais prética e aproximativa, em que se-
ria enfatizada a andlise qualitativa desse
conceito; enquanto, num segundo mo-
mento, o conceito seria tratado de uma
perspectivamais tedrica e analitica, real-
cando-se a andlise quantitativa da proba-
bilidade. O Quadro (Fernandes, 1990), a

seguir apresentado, pretende sintetizar
as caracteristicas de cada um dos mo-

mentos especificados.
(continua p. 36)

Caracterizacio das duas abordagens

COMPREENSAO INTUITIVA

EXPERIENCIA

ABORDAGEM APROXIMATIVA OU PRATICA

COMPREENSAO ANALITICA

ABORDAGEM ANALITICA OU TEORICA
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Evocando o trabalho recente de um con-
junto de matematicos conhecidos, Flato
vai aindamais longe, considerando que o
trabalho desses matematicos é bem um
exemplo de “como da ideia preconcebi-
dade se serum problem-solver(...), se se
éinelutavelmente levado a serum theory-
maker”, fenémeno que considera novo
na Matemdtica e que evidencia a sua
unidade.

Moshé Flato continua abordando a
questdo da relacdo da Matematica com
as outras ciéncia, muito em particular
com a Fisica, e aspectos das influéncias
sociais e culturais no trabalho dos ma-
tematicos. Mas isso fica para outras
Leituras.

Henrique M. Guimardes

1 Flato, M. (1990). Le pouvoir des
mathématiques. Pais: Hachette.

A APM j4 publicou este texto traduzido no
ndmero 11 dos cadernos de Educagéo Mate-
mdtica (APM: 1988)

O problema do trimestre
( continuagdo da p. 12)

Luis Carmelo pergunta: Quanto
tempo devem os dois agentes esperar um
pelo outro para que a probabilidade do
encontro seja exactamente 50%?

Pedro Esteves avancou com uma
férmula que relaciona a probabilidade
de encontro com o tempo de espera dos
agentes.

Alberto Canelas, contudo, enviou-
nos um estudo muito desenvolvido so-
bre o problema e os seus prolongamen-
tos e variantes. Dado nos parecer de
grande interesse, publica-lo-emos no
nosso préximo nimero.

José Paulo Viana
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Vantagens pedagogicas...
(continuagdo da p. 30)
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RACIOCINIO E NAO EXIGINDO
CONHECIMENTOS ESPECIAIS

Ne2

52 PROBLEMAS MATEMATICOS NO

- PUBLICO

EDUARDO VELOSO e JOSE PAULG VIANA

traches CHIBTING Zimtsiy

EDICOES ATRONTARENTD

Preco de Capado N°1 .......... 1.900$00
Preco de Capa do N22 .......... 1.900$00

CONDIGOES DE AQUISIGAO ESPECIAIS
PARA PROFESSORES:

Preencha o Boletim e envie para
EDICOES AFRONTAMENTO, LDA.
Rua Costa Cabral, 859
4200 PORTO

e receberd os livros sem mais encargos
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.......................................... no valor de :
B Desafios Tl e 1.500$00
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; Total



