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Para este numero

seleccionamos

Quando e como podemos usar modelacao?

Frank Swetz

Para este niimero, dedicado a problemdtica das aplicagées e da modelagcao no ensino da Matemdtica,
selecciondmos o artigo de Frank Swetz, publicado no Mathematics Teacher de Dezembro de 1989, em que
o autor ilustra o processo de modelagao a partir de exemplos concretos e discute o seu papel no ensino
secunddrio. No final deste artigo, uma nota a registar: a modelagdo deveria ser incorporada gradualmente
e de uma forma moderada em todos os curriculos de Matemditica.

Tipos de modelacao

Intuitivamente, a palavra modelo
evoca a imagem de uma entidade fisica.
Um modelo, no sentido usual do termo é
umaréplica, frequentemente numaescala
menor, de algum objecto. As criangas e
certos praticantes de modelismo
constréem modelos de barcos e de avi-
oes. Os seus modelos, que parecem
brinquedos, exibem muitas, sendo todas,
as caracteristicas fisicas do objecto real
em questao. Alguns modelos funcionam
realmente de forma andloga a do objecto
que imitam. Tais modelos sdo conside-
rados bons se possuem a maior parte das
propriedades e caracteristicas do objecto
que retratam.

Mas a constru¢do de modelos nao
estd limitada aos intuitos recreativos das
criangas e dos praticantes de modelismo.
Um escultor que pretende produzir uma
grande estdtua em pedra, pode primeiro
criar uma miniatura num material mais
facil de trabalhar, como a argila ou o
gesso. E quando estiver satisfeito com a
sua forma, ird transferi-la e aumenté-la
para o bloco de pedra a ser esculpido,

através de instrumentos de medi¢do. Os
desenhadores de automoveis usam um
processo do mesmo tipo na criagao dos
novos  protétipos.  Facilmente
manipuldveis e podendo ser alterados
quando necessdrio, os modelos oferecem
aos seus utilizadores um certo grau de
liberdade paraexperimentagdo e controlo
de despesas. Em muitas situagdes in-
dustriais e tecnoldgicas, a criagdo e o uso
de modelos nos processos de planea-
mento e produgdo sao imperativos.
Nem toda a modelagdo tem uma na-
tureza fisica. Os modelos tedricos sao
conjuntos de principios ou regras que
descrevem adequadamente o comporta-
mento de um fendmeno na mente de um
observador. Os economistas falam de
"modelos econdmicos”, os técnicos de
planeamento populacional empregam o
termo "modelos demograficos" e assim
por diante. Quando os principios de um
modelo teérico t&ém umabase matematica,
diz-se que se criou um modelo matema-
tico. Assim, um modelo matematico ¢é
uma estrutura matemadtica que descreve
aproximadamente as caracteristicas de
um fenémeno em questdo. Ao processo
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activo de idealizar um modelo matema-
tico chama-se modelagdao matemditica.

Modelos matematicos

Os modelos matemadticos podem as-
sumir diversas formas. Algumas das es-
truturas matematicas bdsicas do curriculo
do ensino secunddrio que se prestam
imediatamente a situagdes de modelagao
sdotabelas de dados numéricos, gréficos,
equagdes (féormulas), sistemas de equa-
¢Oes ou inequacgdes e algoritmos, inclu-
indo os que podem estar contidos em
programas de computador.

Considere a situacdo:

Uma engenheira que trabalha numa
firma de acessorios para piscinas, € en-
carregada de avaliar a seguranca de uma
prancha de mergulho construida num
novo material sintéctico. Uma das suas
preocupagdes de seguranca diz respeito
ao grau de deflexdo que a prancha sofre
quando uma pessoa se coloca na sua
extremidade livre.

Ela analisa a situagdo e conclui que
os principais factores que afectam a
deflexdao D s@o: o peso da pessoa em
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Fig. 1. Esboc¢o do problema da prancha de mergulho

questdo, W; o comprimento da prancha,
L; a forma da seccdo transversal da
prancha; e o material em que a prancha
foi construida. Veja-se a figura 1.

O comprimento da pranchaé standard
e, portanto, fixo. O material da pranchae
a drea da sua sec¢do sdo pré-determina-
dos. Esta situa¢do envolve duas varia-
veis, o peso e a deflexdo. A dependéncia
da deflex@o em relag@o ao peso pode ser
facilmente determinada, aplicando dife-
rentes pesos ao extremo da prancha e
registando os resultados da deflexdo. A
tabela numérica dos valores assim obti-
dos serve como um modelo da deflexdo
da prancha sob diferentes pesos. Se os
valores forem representados num grafi-
co, o proprio grafico pode servir como
modelo. Os dados numéricos podem
também sugerir uma relag@o funcional,
baseada numa simples proporcionalidade
entre o peso e a deflexdo, ou seja:

D = W/K.

Por questdes de conveniéncia, dado
que a engenheira ndo quer construir uma
prancha e carrega-la com pesos, o tltimo
modelo, uma simples equagdo, € o mais
simples. Tentando refinar o seu modelo,
aengenheira usa métodos analiticos mais
avancgados para calcular:

K=3EI/L* e D=WLY3EI
em que E € o médulo da elasticidade que
depende do material usado e I € o mo-
mento de inércia da drea da sec¢do trans-
versal da prancha.

Em seguida, vamos examinar os pas-
sos inerentes ao processo de modelagdo:

1. Formular o problema, neste caso,
os efeitos do peso na deflexdo de uma
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prancha de mergulho.

2. Isolar os factores relevantes
(W,E,I,D,L).

a) Quais sao parametros? (E, I,
L).

b) Quais sdo varidveis? (D, W).

3. Determinar as relagdes ma-
temdticas que existem entre 0s
factores relevantes e que sao lteis
para resolver o problema
(D=f(W)).

4. Estabelecer a relaco e criar
um modelo (D = W/K).

5. Testar o modelo — determi-
nar valores para situagdes conhe-
cidas e examinar o ajustamento.

6. Refinar o modelo, como se preten-
dia, para obter informagdes mais tteis e
precisas (D=WL*/3EI).

No refinamento do modelo, a
engenheira pode colocar vdrias ques-
toes. Porexemplo, "A relagio serd valida
para todos os valo-

vantagens e desvantagens em ambos 0s
métodos: externamente, 0 carregamento
e a descarga sdo mais rapidos, mas du-
rante o voo, acargaexterna produz atrito,
atrasando o helicptero e aumentando o
tempo de viagem. Suponha que a carga é
protegida do tempo com coberturas.
Quando deverao ser usados os diferentes
métodos?

Um chefe de carregamento tem de
encontrar o método mais econémico de
carregar o aparelho para viagens num
raio de 1000 milhas a partir da base do
helicéptero. Ele assume que os custos
acarretados sao directamente proporcio-
nais ao tempo de entrega; desse modo,
ele procura uma relagdo entre o tempo,
T, e a distancia da entrega, D. Identifica
o problema e define as varidveis. Para
prosseguir, ele precisa de alguns dados
reais e, como tal, faz alguns testes usan-
do uma carga standard. Os resultados do

Tabela 1

res de W?"; "Sera C I— ] - ;
necessfiiqueisss omparagd@o entre carregamento interno e externo
on ) ]

acontega?". A res i Velocidade Tempo (mn)
posta a ambas as | Método de smidia

Ses é : carga .
qussies & corta £ (milhas/hora) Carga Descarga
mente nao. A rela-
¢ao funcional entre Interno 144 30 20
W e D serd linear
apenas num domi- Externo 120 15 10
nio limitado cons-

tituido pelos valo-

res de W que ndo for¢cam a prancha a
exceder os seus limites de elasticidade.
Uma vez que a prancha de mergulho em
questdo € alta, ficando a 10 pés acima da
agua, ndo é normalmente usada por cri-
angas pequenas ou grandes adultos; por-
tanto, usando a sua experiéncia, a
engenheira pode fixar seguramente o do-
minio 80sW<300.

Considere uma outra situagdo de
modelagdo que se enquadra facilmente
nas capacidades e interesses dos alunos
do secundadrio (Sloyer, 1986):

Uma companhia de transporte de
carga estd a langar um servigo expresso
de helicéptero para transporte em pe-
quenas distancias, isto é, para
deslocagdes inferiores a 1000 milhas. Ha
duas maneiras de transporte de carga no
helicéptero: internamente ou externa-
mente, suspensa do aparelho. Existem
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teste estdo resumidos na tabela 1.

A partir dos dados da tabela 1, pode-
mos verificar que o tempo necessario
para um helicéptero carregado interna-
mente T,, € dado por:

30 D 20 120+D
 =—t—t—=—
i 60 144 60 144
e que o tempo necessdrio para um heli-
coptero carregado externamente, T, €
dado por:
15 D 10 50+D
= — g — - — =
€ 60 120 60 120

Em seguida, o chefe de carregamento
decide determinar os valores de D para
osquaissetemT_<T,;entdo o seu modelo

matematico passa a ser:

50+D < 120+ D
) 120 144
ou seja,
60+ 12D < 1200 + 10D
donde,



D < 300 milhas

Assim, para viagens inferiores a 300
milhas, o carregamento externo € prefe-
rivel, ao passo que o carregamento inter-
no devera ser usado para viagens que
excedam as 300 milhas. E em relacdo as
viagens que sejam exactamente de 300
milhas? Ele refina o seu modelo, testan-
do a situagao das 300 milhas na expres-
sdo para T, e para T :

120 + 300
T, =——

t = 2.9h
i 144
50 + 300
= ——=2.9h
e 120

Ti = Te quando D = 300 milhas, mas
uma vez que o carregamento e o descar-
regamento externos sao mais rapidos, o
chefe decide usar a carga externa para
viagens que requeiram exactamente 300
milhas. Com base nos resultados destes
modelos, o esquema de carga € definido
da seguinte forma:

0 <D <300 — usar a carga externa
para reduzir as despesas de transporte

300 < D £ 1000 — usar a carga
interna para reduzir as despesas de trans-
porte.

Porqué a modelagao no
curriculo?

Um objectivo fundamental do ensino
da Matemadtica é preparar os jovens para
actuarem de forma conhecedora e con-
fiante em situacGes problemdticas do
mundo real. A modela¢do matemadtica é
uma forma privilegiada de resolugdo de
problemas do mundo real. Coloca em
ac¢do uma variedade de capacidades
matemadticas e forga a atengdo sobre o
problema como um todo, e ndo sobre
uma solugdo tinica. Quem resolve o pro-
blema é compelido a definire clarificar o
problema com cuidado. Através da
compreensdo do problema o método para
obter a solugio é revelado.

A modelagdo é uma forma especial-
mente compreensivel de resolugio de
problemas. Normalmente, um modelo
ndo fornece umaresposta especifica, mas
antes um conjunto de respostas que des-
crevem um certo fenémeno. A compre-
ensdo adquire uma natureza dinamica e
activaem vezde estdticae passiva. Quem

constr6i o modelo experimenta uma
sensagdo de participagdo e controlo no
processo de solugio. Os modelos podem
ser manipulados matematicamente, mo-
dificando varidveis e parametros. Por
exemplo, no problema da prancha de
mergulho, pode-se investigar o compor-
tamento para

passe os 100. Portanto, o comportamen-
to dos lucros tem de ser modelado. Usan-
do uma calculadora, podem calcular-se
alguns valores que se organizam numa
tabela, e torna-se possivel descobrir um
padrdo de comportamento. Veja-se a ta-
bela 2.

Tabela 2

um peso, W,
fixo e um

Efeito das bonificagdes nos lucros

comprimento
daprancha,L,

Nimero de
clientes (C)

Custo por cada cliente

Lucro total (R)

varidvel; ou
entdo pode-se 100

275 27500

analisar o

efeito de di- 101

275 - (1.50)

27623.50

ferentes ma-

.. v,
teriais de 102

275-(1.50 x 2)

27744

constru¢aono
comporta-

mento  da 110
prancha, fa-

275 - (1.50 x 10)

28600

zendo variaro
E. O uso de

um modelo 150

275 - (1.50 x 50)

30000

matematico

ajuda a ad- 200

275 - (1.50 x 100)

25000

quirir uma
percep¢ao da forma como funciona uma
prancha de mergulho.

A modelag@o ajuda a exteriorizar a
dindmica que € inerente a muitas situa-
¢oes problematicas. Considere o seguin-
te problema: Um emprenteiro de trata-
mento de relvados deseja estabelecer o
seu negdécio numa nova urbanizagio de
400 casas. Os seus servigos de manuten-
¢do de relva custam 275 délares por ano
a cada cliente. Ele sabe, por experiéncia
propria que, nestas condi¢des, consegue
obter cerca de 100 clientes, mas procura
angariar mais. Para atrair mais clientela,
ele propde que por cada novo cliente que
arranjar, além dos 100, fard um desconto
de 1.50 d6lares a cada um dos clientes da
urbanizacdo. Neste sistema, qual serd o
nimero de clientes que dard o maior
lucro ao emprenteiro?

Suponha que este problema era dado
aalunos do primeiro ano de dlgebra. Eles
ndo aprenderam a maximizar fungdes.
Como poderiam ser ajudados a resolver
este problema? O problema consiste em
ver como se comportam os lucros relati-
vamente ao nimero de clientes que ultra-
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Os dados da tabela 2 indicam que
para novos clientes, além dos 100, os
lucros aumentam e depois comecam a
diminuir. Uma pesquisa mais cuidadosa
do padrao de comportamento € justificada
para valores préximos de C = 150. Veja-
se a tabela 3. Os lucros maximos sdo
encontrados para 142 clientes, permitin-
do fazer um desconto de 63 délares a
cada cliente individual da urbanizagao.
A tabela de valores serve de modelo ao
mostrar que os lucros aumentam para
100 < C <142 e diminuem para 142 < C
<400. Um modelo mais sucinto seria o
grafico da relacdo funcional R = f(C) ou
a dedug@o da expressiao da fungio lucro,
definida por ramos:

R =275C paral <C <100

e

R = C(425 - 1.50C) para 100 < C <
400.

Consequentemente, 0 emprenteiro,
ao fazer a sua oferta especial deveria
incluir a frase "apenas por um tempo
limitado", por forma a poder retirar a
bonificagdo quandotivesse adquirido 142
clientes.
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Tabela 3 andlise  de

Pesquisa refinada do efeito dos clientes sobre os lucros Interacgoes e 0s
modelos de ca-

N.umero e Custo por cada cliente Lucro total (R) deiasalimenta-
clientes (C) res empregam
160 275 - (1.50 x 60) 29600 slgoritmas
matriciais; e 0s

155 275 - (1.50 x 55) 20837.50 | programas de
computador

151 275-(1.50 x 51) 29973.50 permitem gerar
modelos para

140 275 - (1.50 x 40) 30100 simular diver-

sos fenémenos,

145 275 - (1.50 x 45) 30087 como por
exemplo o mo-
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Ap6s uma experiéncia de modelagao
como esta, os alunos podem apreciar
melhor certos conceitos como as limita-
¢oes de um dado processo e a sua
maximizagdo. No contexto da situag@o
de modelagdo, a tabela de valores e o
grafico sao mais do que uma coleccdo de
nimeros ou uma figura. Estes t€m um
significado especial como forma de re-
presentacao do comportamento mate-
matico associado a um problema. A mo-
delacdo permite uma maior percepcao
do poder da Matematica.

Em situa¢des de modelagdo, a Mate-
matica decorre do problema e os alunos
reconhecem este facto. As situagoes de
modelacao matemdtica podem servir
também como veiculos para a introdu-
¢ao de novos conceitos: investigacdes
sobre o crescimento de populagdes e a
diminuicdo de recursos naturais condu-
zem ao uso de fungdes exponencxals a

Proximo numero temdtico

Histdria e Ensino da Matematica

O nidmero tematico de 1993,
trimestre, serd dedicado a problemdtica da presenca da Histéria

da Matematica nos ensinos basico e secundario e sua correcta

vimento de um projéctil.

Como incorporar a modelagcao
matematica?

A resposta a esta questdao depende,
naturalmente, dos conhecimentos, inte-
resses e personalidades dos professores
envolvidos e das capacidades da turma
com que se trabalha. Embora nao se
possa dar uma resposta pronta a esta
questdo, € possivel oferecer algumas
observagdes e reflexdes. Uma aborda-
gem a problemas de modelag@o deveria
ser integrada, gradualmente e de forma
moderada, em todos os curriculos de
Matematica existentes. Palavras como
modelo e modelagdo podem ser empre-
gues em situacgdes apropriadas. Os pas-
sos do processo de modelagiao podem ser
seguidos e explicitados. Quando sdo es-
tabelecndos modelos estes devem ser

identificados — por exemplo, "Temos
aqui um modelo para a comissdo de
vendedores" — explorados e manipula-
dos. A separagio e o isolamento da mo-
delacdo matematica e resolugdo de pro-
blemas em relaga@o ao resto do curriculo
de Matematicatende alevantar nos alunos
asuspeitade queelesestaoasercolocados
perante algo de estranho ou dificil. Dai
que ndo haja qualquer necessidade de
criar cursos especificos ou de definir
partes de um curso exclusivamente des-
tinados a modelagdao matematica.
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inser¢ao no curriculo. O nimero estd a ser preparado desde ja, e
evidentemente, a equipa responsdvel convida os leitores de
Educacdo e Matematica a enviarem a sua colaboracao, sob a
forma de artigos, pequenas notas ou observacoes, relatos de

experiéncias, interrogacoes, etc.

Poderia dar aqui vdrias outras maneiras de tracar
e conceber uma série de curvas, cada uma mais
complexa do que a anterior, mas penso que a melhor
maneira de agrupar todas essas curvas e de classifica-
las pela sua ordem € através do reconhecimento de
que todos os pontos de tais curvas, que poderemos
chamar "geométricas", isto €, as que se podem medir
de forma precisa e exacta, devem admitirumarelagdo
com todos os pontos de uma linharecta, e essarelagao
deve ser expressa por meio de uma simples equagao.

Descartes: inicios da Geometria Analitica(1637)
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