
"Um professor que 
nÃ£ sabe todas as 

respostas pode ser 
mais Ãºti do que um 

professor que as 
sabe. Mais 

precisamente, saber 
duma resposta pode 
tomar mais difÃ­ci ao 
professor apreciar o 

pensamento dos 
alunos e, com 

maiores 
probabilidades, ele 

acabarÃ por conduzi- 
-los i?i sua soluÃ§Ã£o 

MatemÃ¡tic realista na Holanda 

Henk van der Kooij 

RenovaÃ§Ã dos currÃ­culo na 
Holanda 

No decurso da Ãºltim dÃ©cada a edu- 
caÃ§Ã matemÃ¡ticanasescola secundÃ¡ri 
as da Holanda (idades dos 12 aos 18) tem 
vindo a sofrer mudanÃ§a bastante revo- 
lucionÃ¡rias Em 1985, a MatemÃºtic A 
foi introduzida a nÃ­ve nacional nos Ãšl 
timos anos da via prÃ©-universitÃ¡r 
(VWO, idades de 16 a 18). Este novo 
programa destina-se aos alunos que se 
preparam para ingressar na universidade 
em cursos de psicol6gia, ciÃªncia sociais 
e econÃ³micas A experimentaÃ§Ã que 
conduziu ao novo cum'culo (o HEWET- 
-Project) foi levadaaefeitopelo Instituto 
Freudenthal (antes IOWO e OW&OC). 
Em 1990, novos cum'culos foram intro- 
duzidos nos Ãºltimo anos da via tÃ©cnico 
-profissional' (HAVO): nÃ£ apenas a 
Matedtica A para os estudos sociais e 
para a "vida quotidiana", mas tambÃ© 
um novo cum'culo (Matem'tica B) para 
os futuros alunosdeciÃªncia exactasede 
outras Ã¡rea vocacionais. Mais uma vez. 
as experiÃªncia com os novos programas 
(o HAWEX-Project) furam conduzidas 
pelo Instituto Freudenthal (IF). Para 
completar as transformaÃ§Ãµe a introdu- 
Ã§Ã de um novo cum'culo (preparado 
pelo IFemcooperaÃ§Ã comoInstitutode 
Desenvolvimento Cumcular-SLO) des- 
tinado a alunos dos 12 aos 16 anos estÃ 
prevista para Agosto de 1993. (Esta es- 
tranha transforma$Ã£ cumcular de cima 
para baixo Ã devida a algumas decisÃµe 
polÃ­tica absurdas). 

actualmente influenciada pelas ideias de 
Freudenthal e do seu Instituto, uma vez 
que estes estiveram profundamente en- 
volvidos no desenvolvimento dos novos 
programas. Esta visÃ£ da educaÃ§Ã ma- 
temÃ¡tica geralmente referida como 
educaÃ§8 matemÃºtic realista, enqua- 
dra-se muito bem nas ideias de mudanÃ§ 
que surgem actualmente em muitos paÃ­ 
ses, tanto na MatemÃ¡tic como na Edu- 
caÃ§Ã MatemÃ¡tica De certa forma, todas 
as quest'es tÃª como foco aquilo que a 
equipa do projecto portuguÃª MAT,a9 
formulou do seguinte modo: 

... aescoladeve, acimade tudo. con- 
tribuir para desenvolver a compreensÃ£ 
do papel que a MatemÃ¡ticadesempenh 
na vida dos alunos e na sociedade (ao 
longo da histÃ³ri e no presente) e para 
gerar atitudes positivas em relaÃ§Ã i 
Matemstica. Para isso. deve valorizar os 
processos em vez do conhecimento 
factual e as ideiasem vez das tÃ©cnicas e 
deve proporcionar uma larga variedade 
de actividades de resoluqSo de proble- 
mas, envolvendo relaÃ§Ãµ da MatemÃ¡ti 
ca com diversas Ã¡xa da realidade e 
internas 2 prÃ³pri MatemAtica." 

AMatemÃ¡ticacom umaciÃªnciaiso 
lada, sem qualquer referÃªnci ao mundo 
real, nÃ£ tem valor para a maioria dos 
nossos alunos. Eles nÃ£ precisam de um 
ensino da Matemfitica que seja essenci- 
almente focado no treino de algumas 
tÃ©cnicasdecÃ¡lculoque tomem inÃºtei 
para as suas profissÃµe futuras e para a 
sua vida diÃ¡ria 

Por outro lado, o uso extensivo de 
computadores na sociedade modificou a 
forma como as pessoas tÃª de trabalhar 

Perspectivas de mudanÃ§ na em muitas profissÃµes 

John Mason, "Cada vez mais. a sociedade Ã influ- 
educaÃ§Ã matematica enciadapelos processos controlados por 

Viana do Castelo, computador. A maioria das profissÃµe 
fi claro que a educaÃ§Ã requer. actualmente, capacidades de 

Abril de 199 1 na Holanda, a todos 0s nÃ­veis estÃ a ser aniiise em vez de capacidades mecÃ¢ni 
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cas, portanto, a maior parte dos estudan- 
tes precisademais Matemiticanaescola 
como preparacÃ£ para a sua profissÃ£o 
TambÃ© na vida quotidiana as pessoas 
se vÃªe confrontadas com todas ases- 
@cies de gdficos e dados estatÃ­sticos 
por exemplo, nos jornais diÃ¡rio e nas 
discuss'es polÃ­ticas. (Mathematical 
SciencesEducation Board. USA, 1990). 

Na Holanda, os objectivos recente- 
mente formulados daeducaÃ§Ã matemÃ¡ 
tica (para a maioria dos alunos) sÃ£o 

I .  Tornar-se um cidadÃ£ esclarecido 
(alfabetizaÃ§Ã matemÃ¡tica) o objectivo 
social. 

2. Preparar-se para o mundo do tra- 
balho e para estudos posteriores: o ob- 
jectivo econ6mico. 

3. Compreender a MatemÃ¡tic en- 
quanto ciÃªncia o objectivo cientÃ­fico 

HÃ tambÃ© uma mudanÃ§ nos con- 
teÃºdo da educaÃ§Ã matemÃ¡tica 

Nos antigos cum'culos, a maiorparte 
do tempo era gasto em Ã¡lgebr e cÃ¡lculo 
Uma fracÃ§Ã muito menor era atribuÃ­d 
h geometria plana e, nos nÃ­vei mais 
avanÃ§ados h geometria vectorial no es- 
paÃ§ (aqui tambÃ© de uma forma me- 
ramente algÃ©brica) 

Nos novos programas, aparecem 
quatro temas principais: 

- matem6ticadiscreta (combinatÃ³ria 
grafos e matrizes), 

- probabilidades e estatÃ­stica 
- Ã¡lgebr e cÃ¡lcul aplicados, 
- geometria no espaÃ§o 
Nos nÃ­vei maiselevados dos HAVO 

e VWO, os alunos podem escolher Ma- 
temÃ¡tic A e/ou Matemhtica E. Na Ma- 
temÃ¡tic A nÃ£oexist geometriano espa- 
Ã§o a MatemÃ¡tic B Ã construÃ­d de um 
modo mais te6rico com base no cÃ¡lcul 
(aplicado) e na geometria no espaÃ§o 

EducaÃ§Ã matemÃ¡tica 
abordagem realista versus 

abordagem mecanicista 

AtÃ 1985, aeducaÃ§Ã matemÃ¡tic na 
Holanda em todos os nÃ­vei do ensino 
secundÃ¡ri era apenas centrada no treino 
de tÃ©cnica e na manipulaÃ§Ã de 
algoritmos algÃ©bricos Nesta visÃ£o aqui 
designada por mecanicista, a MatemÃ¡ti 
ca Ã entendida como um sistema de re- 
gras. As regras sÃ£ dadas aos alunos, que 

as verificam e as aplicam em problemas 
("exercÃ­cios" semelhantes aos exem- 
plos dados previamente. Na abordagem 
mecanicista, nÃ£ hÃ necessidade de 
dispender tempo em problemas do mun- 
do real e em aplicaÃ§Ãµ i realidade. A 
Ãºnic forma de responder a perguntas 
como: "porque Ã que temos de aprender 
todas estas tÃ©cnicas?" Ã dizendo: "por- 
que precisarÃ¡ delas para resolver os 
exercÃ­cio do prÃ³xim ano". 

Ap6s alguns anos de experiÃªncia 
com os novos programas, reconheÃ§ que 
a coisa mais importante que a maior 
parte dos alunos aprendeu comigo nessa 
altura talvez tenha sido: obedecer cega- 
mente a ordens dadas por um superior, 
sem saberporquÃªepar 
quÃª Para muitos alu- 
nos, a MatemÃ¡tic sig- 
nificava: procurar uma 
forma eficiente de imi- 
tar as estranhas mani- 
pulaÃ§Ãµ do professor. 

Uma das compo- 
nentes essenciais da 
educaÃ§Ã matemÃ¡tic 
realista6 aoportunida- 
de que Ã oferecida aos 
alunos de re-inventa- 
rem ou re-construirem 
ideias e conceitos ma- 
temÃ¡ticos ao serem 
colocados perante 
muitos e variados pro- 
blemas do  "mundo 
real" e situaÃ§Ãµ que 
apresentam traÃ§o do 
mundo real ou traÃ§o 
de modelaÃ§Ã£ 

Os alunos tÃª a 
possibilidade de esco- 
lher as suas prÃ³pria 

lizaÃ§Ã e a generalizaÃ§Ã tÃª lugar, mas 
nÃ£ necessariamentepara todos os alu- 
nos e nio obrigatoriamente para todos os 
alunos ao mesmo tempo. 

Um exemplo que ilustraa ideiade re- 
invenÃ§Ã (retirado de uma brochura do 
projecto HEWET acerca do crescimento 
exponencial) Ã a introduÃ§Ã dos 
Iogaritmos (para alunos de 15 anos). 

Exemplo 1 
Este gr6fico representa o crescimentode 

plantas aqu6ticas. que ocupam inicialmente 
lm2(fig. 1). 

I )  A partir do gdfico, faz umaestimativa 
do nÃºmer de dias a partir dos quais existem 
20m2 de plantas. 

estratÃ©gia de resoluÃ§Ã dos problemas. 
Um aspecto muito importante deste tipo 
de aprendizagem estÃ no facto de os 
alunos serem confrontados com dife- 
rentes processos de resoluÃ§i para o 
mesmo problema, usados pelos colegas 
(ou mesmo pelo professor). Deste modo, 
eles aprendem a ouvir outras pessoas de 
uma forma critica, a valorizar o seu 
prÃ³pri trabalho e o trabalho dos outros 
e a apresentar as suas estratÃ©gias 

A certaaltura, a abstracÃ§Ã£ a forma- 

tempo (semanas) 

Fie. l 

2) Ao fim de quantos dias existiriam 
40m2 de plantas? E 80m2? E 10m2? Verifica 
a Ãºltim resposta atravÃ© do grÃ¡fico 

A resposta h questio l Ã "cercade4.3 
semanas*'. 

Ao responder h pergunta 2 Ã impor- 
tante notar que em cada semana que 
passa aÃ¡re total duplica, logo as respos- 
tas serÃ£ respectivamente, 5.3.6.3 e 3.3 
semanas. 

Uma observaÃ§Ã notÃ¡vel muitos 
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professores encontram obstÃ¡culos ao 
tentarem responder aesta questÃ£o devi- 
do ao seu conhecimento de logaritmos 
"isolado do contexto", que tÃª tendÃªn 
cia a usar aqui. Para a maior parte dos 
alunos esta "duplicaÃ§Ã em cada sema- 
na" Ã Ã³bvia 

Apresenta-se agora a seguinte "defi- 
niÃ§Ã enquadrada pelo contexto": 

log210 Ã definido como o momento 
em que estÃ£ formados 10m2 de plantas, 
sendo 2 o factor de crescimento (come- 
Ã§and em lm2). 

Neste momento, exercÃ­cio desliga- 
dos do contexto sfio resolvidos por mui- 
tos alunos, a partir da noÃ§Ã de tempo 
que foi introduzida pelo contexto: 

3) Justifica: log16 = 4; log27 = 3; 
log-25 = 2. 

Alguns alunos fazem logo a abstrac- 
Ã§Ã para a igualdade Z4 = 16. 

A prÃ³ximaquestÃ antecipaapropri- 
edade fundamental das funÃ§Ãµ 
logar'tmicas: 

4) Explica as seguintes igualdades: 
log3 + l = log26 
log,7 + l = log,14 
10g26 + 10g22 = log212 

A explicaÃ§Ã decorre directamente 
do facto de o nÃºmer 1 ser interpretado 
comoumasemananocontexto real. Uma 
forma diferente de exprimir a mesma 
igualdade seria: log3 + log,2 = log6. A 
partir deste momento, os alunos come- 
Ã§a aconfiarna sua intuiÃ§Ã e percebem 
que: Ioga + log$ = log(ab). 

Durante este processo, que termina 
com a demonstraÃ§Ã formal da proprie- 
dade fundamental dos logaritmos, Ã pos- 
sÃ­ve observar-se uma diversidade de 
comportamentos dos alunos. Alguns de- 
les abandonam o contexto do "tempo" 
rapidamente, ao passo que outros preci- 
sam da traduÃ§Ã para o contexto do tem- 
po a cada momento em que tÃª de re- 
solverproblemaseuvolvendologaritmos. 

No caso da re-invenÃ§Ã£ os alunos 
sÃ£o na maior parte do tempo, guiados 
numa direcÃ§Ã bem definidaque conduz 
a um conceito matemÃ¡tico 

A ideia de (re)construÃ§Ã oferece 
outras possibilidades interessantes para 

aeducaÃ§Ã matemÃ¡tica Peranteumpro- 
blema do mundo real. os alunos sÃ£ 
desafiados a resolvÃª-l sem que lhes seja 
dito exactamente como fazÃª-lo O prÃ³xi 
mo exemplo simples ilustra esta ideia: 

Exemplo 2 
Mieke recebe uma quantia de 5 florins 

porsemanaeamealhou25 florins. Annemarie 
apenas recebe 3 florins por semana, mas j i  
conseguiu economizar 35 florins. Ao fim de 
quantas semanas ter20 elas a mesma quanti- 
dade de dinheiro? 

Ã verdade que este tipo de problemas 
do "mundo real" pode encontrar-se em 
qualquer livrode MatemÃ¡tica portodoo 
mundo. A maior parte dos professores e 
autores de livros escolares acham que 
constituem boas aplicaÃ§Ãµ da teoria 
sobre resoluÃ§Ã de equaÃ§Ãµ lineares. 
Assim, nos livros de texto mecanicistas 
aparece um capÃ­tul em que Ã apresen- 
tado o algoritmo para a resoluÃ§Ã de 
equaÃ§Ãµ lineares e este Ã treinado pela 
resoluÃ§Ã de um grande nÃºmer de 
exercÃ­cio com uma complexidade 
crescente. A Ãºltim secÃ§Ã contÃ© 
"aplicaÃ§Ãµe anÃ¡loga ao problema das 
semanadas. A maior parte dos alunos 
nÃ£ reconhece equaÃ§'e lineares numa 
situaÃ§Ã£ocomoaquelaeaminhaexperiÃ 
cia mostrou-me que eles sÃ pretendem 
resolver o problema atravÃ© de uma 
equaÃ§Ã linear quando lhes Ã ensinado a 
traduzir o problema por meio de uma 
equaÃ§Ã£ Na abordagem mecanicista 
nunca Ã pedido aos alunos que desen- 
volvam actividades de traduÃ§Ã mate- 
mÃ¡tic ou modelaÃ§Ã£ Consequente- 
mente, na abordagem mecanicista estes 
problemas do "mundo real" nÃ£ sÃ£ mais 
do que exercÃ­cio "disfarÃ§ados" 

Quando este problema Ã dado a alu- 
nos de 12 anos, por exemplo, sem refe- 
rÃªnci a qualquer teoria, obtÃªm-s im- 
portantes informaÃ§Ãµ sobre o modo 
como as crianÃ§a atacam tais problemas. 
Com frequÃªncia as estratÃ©gia usadas 
pelas crianÃ§a diferem muitodaquiloque 
nÃ³ (matemÃ¡tico bem treinados) acha- 
mos que elas deviam fazer. 

Duas estratÃ©gia de resoluÃ§Ã para o 
problema das semanadas sÃ£o 

I .  Construir uma tabela para comparar o 
dinheiro que as duas raparigas tÃªm 

2. No inÃ­cio Miekeesl6.com I0 florins a 

I 
depois de ... semanasi Mieke 

menos. Em cada semana ela tem uma recu- 
peraÃ§Ã de 2 florins. Portanto, ao fim de 5 
semanas nho haverÃ diferenÃ§a as duas terÃ£ 
o mesmo. 

Annemarie I 

A primeira estratÃ©gi Ã a mais natu- 
ral: trata-se apenas de comparar as duas 
quantidades de dinheiro, semana apÃ³ 
semana. Ã evidente que estas tabelas 
suscitam discuss'es acerca de regulari- 
dades e sobre formas de abreviaÃ§Ã 
quando as tabelas se tomam demasiado 
longas. 

A segundaestratÃ©gi Ã de umaordem 
superior, mas mesmo assim muito ele- 
mentar. Comparemos agoraestaestratÃ© 
gia com a forma "profissional" de reso- 
luÃ§Ã£ A maioria dos matemÃ¡tico usa a 
via algÃ©brica seja x o nÃºmer de sema- 
nas desde o inÃ­cio entÃ£o 

5x + 25 = 3x + 35, logo 2x = 10 e 
portanto x = 5. 

Existe uma grande diferenÃ§ entre 
estaestratÃ©giaeaestratÃ©gia aoser feita 
a traduÃ§Ã do contexto real para uma 
forma algÃ©brica o problema toma-se 
estÃ¡tico NaestratÃ©gi 2 os alunos traba- 
lham no interior do contexto do proble- 
ma e este toma-se dinÃ¢mico 

A maioria dos problemas que nÃ³ 
resolvemos por meio de equaÃ§'e linea- 
res podem ser atacados de uma forma 
dinÃ¢mic e enquadrada pelo contexto. O 
mesmo Ã vÃ¡lid em muitas outras Ã¡rea 
em que nÃ³ (matemÃ¡ticos caÃ­mo no uso 
formal, estÃ¡tico (pelo menos paraalgu- 
mas crianÃ§as mÃ­stic da Ã¡lgebra 

Nos novos programas para os nÃ­vei 
mais baixos foi dado um grande espaÃ§ i3 
resoluÃ§Ã de problemas sobre situaÃ§Ãµ 
do mundo real, de modo informal e en- 
quadrado pelo contexto. Desta maneira, 
os alunosganham confianÃ§anasuacapa 
cidade de resolver problemas comple- 
xos. Com o decorrer do tempo, eles po- 
dem interessar-se pela resoluÃ§Ã destes 
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problemas atravÃ© de ferramentas algÃ© 
bricas. 

Noprogramaantigo,as manipulaÃ§'e 
algÃ©brica eram feitas logo pelos alunos 
de 12 anos. No novo programa Ã dada 
grande atenÃ§Ã£ nos dois primeiros anos, 
i leitura, i interpretaÃ§Ã (no interior de 
um dado contexto) e i construÃ§Ã de 
fÃ³rmulas Deste modo, os alunos vÃ£ 
sendo familiarizados com conceitos di- 
fÃ­cei como os de variÃ¡ve e parÃ¢metro 
A calculadora Ã frequentemente usada 
como uma ferramenta concreta para a 
preparaÃ§Ã de noÃ§Ãµ algÃ©bricas 

ConsequÃªncia das mudanÃ§a 
para a pr6tica na sala de aula 

Como foi dito atrÃ¡s as mudanÃ§a sÃ£ 
verdadeiramente uma revoluÃ§Ã para 
muitos dos professores. Os novos pro- 
gramas requerem novas visÃµe acercado 
papeldosprofessoresedosalunos,acerca 
da elaboraÃ§Ã de livros de texto e do 
modo como os programas devem ser 
avaliados. 

O papel do  professor 
Na abordagem mecanicista e estru- 

turalista, oprofessorÃ aÃºnic autoridade 
na sala de aula. Quase sempre ele ensina 
a toda a turma o modo de resolver exer- 
cÃ­cio e de evitar erros, uma vez que ele 
viu, ano apÃ³ ano, todaa espÃ©ci de erros 
possÃ­veis E ele que conhece a soluÃ§Ã 
para cada problema. 

Quando um professor deseja ensinar 
os novos programas tendo em conta as 
intenÃ§'e que estiveram na base da sua 
concepÃ§Ã£ ele tem de modificar a sua 
atitude; e isto diz respeito nÃ£ sÃ ao seu 
estilo de ensino como tambÃ© i s  suas 
ideias acerca da qualidade da educaÃ§Ã 
matemÃ¡tica Para certos professores, os 
novos programas representam um 
declÃ­ne na qualidade matemÃ¡tica jÃ 
que a Ãªnfas dos antigos programas em 
tÃ©cnica e teorias mais ou menos difÃ­cei 
6 substituÃ­d por aquiloqueeles conside- 
ram como actividades menos matemÃ¡ti 
cas de aplicaÃ§Ã e modelaÃ§Ã£ 

O estilo de ensino tem de ser alterado 
porque nos novos programas: 

- a MatemÃ¡tic perde muito da sua 
estrutura, 

- a MatemÃ¡tic nÃ£ Ã sinÃ³nim de 
certeza, 

- sÃ£ possÃ­vei vÃ¡ria respostas e es- 
tratÃ©gia de resoluÃ§Ã£ 

- os alunos podem descobrir melho- 
res soluÃ§Ãµ do que o professor, quando 
tÃª possibilidade de as discutir. 

Nos novos programas o papel do 
professor deixa de ser o da autoridade 
absoluta para ser o de uma pessoa que 
estÃ a activar e a guiar os processos 
individuais de aprendizagem de todos os 
alunos. Importantes actividades do pro- 
fessor sÃ£o oferecer apoio, questionar, 
ouvir e raciocinar juntamente com os 
alunos, provocar, estimular e guiar dis- 
cuss'es. 

O papel do  aluno 
A principal diferenÃ§ no papel dos 

alunos estÃ em esperar que eles apren- 
dam de uma forma activa em vez de 
passiva. Eles terÃ£ de pensar por si p r -  
prios e formular respostas em que expli- 
quem, nÃ£ sÃ o que fizeram, mas mais 
importante ainda, como e porquÃ esco- 
lheram aquela soluÃ§Ã£ No princÃ­pio 
muitos alunos nÃ£ gostam disto e dizem 
que estÃ£ sempre pressionados a pensar 
e detestam que assim seja. "VocÃ Ã o 
professor e. portanto, tem de me ensinar 
o que devo fazer. E para isso que lhe 
pagam." Aofimdealgumtempo, quando 
eles descobrem que esta abordagem Ã 
bem sucedida, acabam por apreciÃ¡-l 
bastante. Na verdade, isto tambÃ© se 
aplica aos professores crÃ­ticos quando 
eles verificam que um maior nÃºmer de 
alunos tem sucessoem fazer MatemÃ¡tic 
desta forma, eles mudam a sua opiniÃ£ 
sobre os novos programas. 

O livro de texto 
Os novos cum'culos trazem conse- 

quÃªncia importantes para a elaboraÃ§Ã 
de bons livros de texto. Isto porque os 
antigos livros de texto eram preenchidos 
com pÃ¡gina inteiras de exercÃ­cio para 
praticar um conjunto de tÃ©cnica ou as- 
pectos teÃ³ricos As aplicaÃ§'es se as ha- 
via, eram colocadas no final do capÃ­tulo 

Uma vez que as aplicaÃ§Ãµ e os pro- 
blemas extraÃ­do do mundo real estÃ£ no 
centro da matemÃ¡tic realista, os livros 
terÃ£ de oferecer uma abundÃ¢nci de 

bons contextos reais. As aplicaÃ§Ãµ inte- 
gradas em contextos sÃ£ usadas como 
pontode partida paracada novo assunto, 
sÃ£ parte do processo de construÃ§Ã de 
conceitos matemÃ¡tico dos alunos e sÃ£ 
usadas como fontes de exercÃ­cios 

Sendo as actividades de modelaÃ§Ã e 
resoluÃ§Ã£odeproblemaspart importan- 
tes dos novos cum'culos, um bom livro 
de texto deverÃ cumprir os seguintes 
critÃ©rios 

- a  teoria e as aplicaÃ§'e tÃª de estar 
interligadas, 

- os problemas apresentados tÃª de 
estimular os processos de pensamento 
em vez da aplicaÃ§Ã de algoritmos, 

- em diversos locais devem aparecer 
contextos ricos. Isto significa: contextos 
em que estÃ£ integradas diferentes ideias 
matemÃ¡ticas 

- tÃª de incluir muitos problemas 
abertos: problemasparaosquaisosalunos 
precisam de escolher a ferramenta ma- 
temÃ¡tic mais adequada. 

Os problemas interessantes nÃ£ se 
encontram apenas em contextos do 
mundo real. O exemplo seguinte Ã tirado 
do programa de MatemÃ¡tic B, para os 
Ãºltimo anos da via tÃ©cnico-profissiona 
(os alunos sÃ£ preparados para qualquer 
disciplina exacta de um ensino superior 
vocacional). O contexto Ã puramente 
matemÃ¡tico De facto, pretendia-se um 
exercÃ­ci sobre substituiÃ§Ã de expres- 
soes algÃ©bricas 

Exemplo 3 
Dadas as linhas rectas I: y = 2x - I0 em: 

y = 10 - 0.5~. o ponto A esth sobre a recta l e 
o ponto B esth sobre a recta m, de tal modo 
que AJ3 6 horizontal e o comprimento de AJ3 
Ã 6. Calcula as coordenadas de A e B (fig. 2). 

(SugestÃ£o Seja x = x; exprime yn, x e 
y i custa de x). 

A sugestÃ£ pretendia ajudar os alu- 
nos a resolver o problema mas, uma vez 
mais, verificÃ¡mo que a forma como os 
alunos resolvem problemas difere das 
nossas ideias. Eles nÃ£ souberam o que 
fazer com aquela pista. Os alunos que 
procuraram uma soluÃ§Ã pelos seus prÃ³ 
prios meios fizeram um Ã³ptim trabalho. 
Repare-se nas seguintes soluÃ§'e ele- 
gantes: 
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avaliaÃ§Ã ao longo das ex- 
m periÃªncia dos projectos 
L HEWET e HAWEX, ain- 

da nÃ£ foi dada a palavra 
final acerca da avaliaÃ§Ã£ 
Para muitos professores, 

5 - -  
15 parece ser bastante difÃ­ci 

elaborar bons testes. 
Fig. 4 Os trÃª exemplos se- 

Os valores de x e de xB guintes dar'o uma ideia sobre o que 
obtÃªm-s Dor substituicÃ£ do poderÃ ser oereuntado num exame final 

I. Uma abordagem algÃ©brica 
x = 0.5y + 5 e x = 20 - 2y, logo 

xA-x-2.5~-15.SendoxA-x-6,segue- 
-se que y = 8.4 e x = 9.2 e x = 3.2. 

2. Uma abordagem dinÃ¢mica 
A translaÃ§Ã da recta I segundo o 

vector (-6.0) dÃ a recta I': y = 2x + 2. A 
intersecÃ§Ã da recta I' e da recta m Ã o 
pontoB: 2x+2= 10- 0.5~. logoconclui- 
se que xB = 3.2, etc. 

3. Usando o significado de declive 
(fig. 3): 

SeodeclivedelÃ©2,ent'oseAx= 

valor de nas equaÃ§'e das 
rectas dadas. 

As quatro estratÃ©gia diferentes sÃ£ 
todas baseadas em conhecimentos que 
os alunos possuÃ­a de liÃ§Ãµ anteriores. 
Este exemplo mostra0 queos alunos sÃ£ 
capazes de fazer depois de terem apren- 
dido a pensar por si prÃ³prio e a usar as 
suas prÃ³pria estratÃ©gia na resoluÃ§Ã de 
problemas. 

A avaliaeo 
Nos antigos programas, a avaliaÃ§Ã 

eraquase sempre feita por meio de testes 
escritos de duraÃ§Ã limitada, nos quais 
apenas se testavam capacidades relacio- 

nadas com o uso de tÃ©cnica e 
algoritmos. 66bvio que os novos pro- 
gramas exigem outras formas de ava- 
liaÃ§'o A avaliaÃ§Ã nÃ£ se deverÃ res- 
tringir hs tÃ©cnica matemiticas. De- 
verÃ operacionalizar todos os objecti- 
vos daeducaÃ§' matemitica, peloque 
osalunos deverÃ£ ter oportunidadede 
demonstrar que sÃ£ capazes de: 

-escolher uma estratÃ©gi apropri- 
Fig. 3 ada para resolver problemas e de usar 

algoritmos quando resolvem esses 
serÃ Ay = 2 ou se Ay = l serÃ Ax = 0.5. problemas, 
Para a recta m pode fazer-se o mesmo - criticar um dado modelo ou argu- 
raciocÃ­nio se Ay = I, entÃ£ serÃ Ax = -2. mentaÃ§Ã£ 
Portanto,um deslocamento vertical Ay = - integrar diferentes modelos mate- 
=I origina uma ampliaÃ§Ã horizontal mÃ¡ticos 
Ax = 2.5. - usar novos conceitos ou dados em 

Conclus'o: y = y = 8 . 4 ;  x=82*2.4 situaÃ§Ãµ novas, apÃ³ uma breve descri- 
= 3.2 e x. = 8 + 0.5*2.4 = 9.2. cÃ£o 

. - 
na Holanda, embora os exames finais 
nÃ£ sejam o instrumento mais indicado 
para a avaliaÃ§Ã dos novos programas. 
Os exemplos sÃ£ retirados, respectiva- 
mente, de um exame experimental, 
h4AVO de 1991 (para alunos de 15 anos 
do 1' ciclo do ensino secundÃ¡rio) do 
exame HAVO de 1990 em MatemÃ¡tic 
B (paraalunos de I7 anos da via tÃ©cnico 
profissional) e do exame VWO de 1989 
em MatemÃ¡tic A (para alunos de 18 
anos da via prÃ©-universitÃ¡ria 

Exemplo 4 
mvo :  
Este baloiÃ§ (fig, 5) nÃ£oestÃ¡desenhad 

escala! 

Ocentroderota@odo baloiÃ§oest 52cm 
acima do solo. Os batentes tÃª 16 cm de 
altura. A prancha tem um comprimento de 
5.32 metros. 

I )  A que altura se situa o ponto mais alto 
do baloiÃ§o 

O baloiÃ§ n'o pode ser muito inclinado, 
poisascrianÃ§aspoder'oescorregarecair De 
acordo com os padr'es de exigÃªncia o Ã¢ngu 
lo de inclinago nÃ£ pode ser superior a 1O0. 

2) fi verdade que este baloiÃ§ satisfaz os 
padr'es de exigsncia? 

,s - .  
- exolicar a escolhade um mÃ©todo o 

4. Uma abordagem gwmktrica (fig. processousado naresoluÃ§'o os resulta- SupÃµ que a prancha do baloiÃ§ passa a 

4). 
ter um comprimento vezes maior. As 

dosobtidos,atravÃ©sdepalavrasconveni posi+s dos batentes enm .+*, 
Da figura resulta que: entemente organizadas ou mediante on- 3) ~ ~ a l  serÃ o ponto mais alto que o 
h16 = 1516, donde h = 2.4. tias formas de representaÃ§Ã adequadas. baloiÃ§ atinge acima do solo? 
O ponto de intersecc'o das rectas Ã Embora tenham sido desenvolvidos 4) Oual serÃ o Ã¢neul de inclinacÃ£ nesse 

~(8.6); logo y = 8.4. 
. 
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diversos instrumentos alternativos de caso? 
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Exemplo 5 
HAVO: 
Um pist'o (fie. 6) 6 ligado a um disco 

rotativo por meio de uma haste (a vara do 
pistÃ£o) Ã medida que o disco roda, o pistÃ£ 
move-se horizontalmente para 4% e para a 
frente. M 6 o centro do disco, S 6 o ponto de 
ligaÃ§Ã da vara com o disco e P 6 o ponto de 
ligaÃ§Ã da vara com o pistÃ£o MS = l e PS = 
4. Seja x radianos a amplitude do Ã¢ngul 
PMS. A distÃ¢nci PM depende do Ã¢ngul x; 
seja PM = a(x). 

A f6rmula seguinte 6 vÃ¡lid para qual- 
quer Ã¢ngul x: 

a(x) = cosx + 7 16 - sen x 
I) Demonstraqueestaf6rmulaseverifica 

para um Ã¢ngul O < x < n/2. 

Na figura seguinte (fig. 7) estÃ represen- 
tado o @co de a como fun@o de x no in- 
tervalo O Â x Â 2%. Neste grÃ¡fic observa-se 
que o mÃ­nim de a(x) 6 3 e o mÃ¡xim 6 5. 

, 

. 
Hg. 7 

2) Como 6 que isso pode ser explicado 
atrav6s da figura 6? 

Hidois momentos ao longo de uma volta 
completado discoem que o comprimento de 
PM fica igual ao comprimento da vara do 
pist'o PS. 

3) Quais serÃ£ os valores do Ã¢ngul PMS 
nesses casos? 

A distÃ¢nci a(x) pode ser calculada apro- 
ximadamente pela f6rmula: 

b(x) = 4 + cosx 
4) Desenha o grÃ¡fic de b. 
5) Investiga para que valores de x a dife- 

renÃ§ entre b(x) e a(x) 6 mÃ¡xim e calcula 
essa diferenÃ§ mÃ¡xima 

Note-se que as questÃµe 3 e 5 podem 
ser resolvidas de  duas maneiras: por cÃ¡l 
culos alg6bricos e por raciocÃ­ni geom6- 
trico. 

Exemplo 6 
VWO: 
Numa tese acerca da criminalidade juve- 

nil, um investigador partiu da hipÃ³tes que 

Fig. 6 

30% dos estudantes do ensino secundÃ¡ri 
cometeram ocasionalmente furto em lojas. O 
presidente de um conselho directivo quer 
saber se a percentagem de 30% 6 tambÃ© 
verdadeira para os 1200alunosdasuaescola. 
Sup'e que efectivamente 30% dos alunos 
daquela escola j i  cometeu alguma vez furto 
numa loja. 6 escolhida ao acaso uma amostra 
de 15 alunos. 

1) Calcula a probabilidade de haver pelo 
menos5 alunosdaamostraquej&cometeram 
furto em lojas. 

Parte do princÃ­pi que 6 dos 20 alunos de 
uma turma j6 cometeram furto daquele tipo. 

2) Numa amostra aleat6ria de 10 alunos 
da turma, calcula a probabilidade de haver 
menos de 3 alunos que jA cometeram furto. 

Um professor decide fazer uma investi- 
gaÃ§' exaustiva, interrogando todos os alu- 
nos da escola. Ele sabe que nesse inqu6rito 
nem todos dir'o a verdade e, como tal, pen- 
sou em usar um m6todo com o qual nÃ£ 6 
necessÃ¡ri responder sempre verdade. O 
m6todo que ele resolveu usar 6 o seguinte: 

- acada aluilo 6 feita a pergunta: "alguma 
vez roubaste numa loja?" 

- antesdoaluno responderApergunta,ele 
tem de lanÃ§a um dado; o professor nÃ£ fica 
a saber o resultado desse lanÃ§amento 

- o aluno terÃ de responder da seguinte 
forma pergunta. 

obrigatoriamente "sim" 
obrigatoriamente "n2o" 

Oaluno6oÅ“nic asaberseasuaresposta 
6 devida ao acaso ou se estÃ de acordo com a 
verdade. Este m6todo de questionÃ¡rio co- 
nhecido como "t6cnica de resposta aleatÃ³ 
ria" toma possÃ­ve tirarconclus'es apartirdo 
estudo de todas as respostas dadas. 

Das 1200 respostas dadas, 416 foram 
"sim". O professor estimou que o nÃºmer de 
alunos que alguma vez cometeram furto em 

lojas 6 de 324. 
3) Explica como 6 que ele chegou a esta 

estimativa. 

O nÃºmer de 324 estudantes 6 obvia- 
mente menordoque os 360estudantesque se 
esperaria encontrar, de acordo com a tese. fi 
claro que os alunos desta escola nÃ£ consti- 
tuem uma amostra aleat6ria de todos os alu- 
nos do ensino secundÃ¡rio Assim, a hipÃ³tes 
do investigador n'o pode ser rejeitada com 
base nesta amostra. 

4)Verificasedeveriaou nÃ£ serrejeitada 
a hipÃ³tes do investigador, no caso de uma 
amostra aleat6ria de estudantes em que hou- 
vesseexactamente324alunosquejitivessem 
praticado furto em lojas. Usa um nÃ­ve de 
significÃ¢nci de 5%. 

A tÃ©cnic de resposta aleat6ria 6 discuti- 
da numa aula de Matemitica. Um aluno 
prop'e um m6todo bastante mais simples, 
com as seguintes instruÃ§'es 

1 . 2 0 ~ 3  
4 . 5 0 ~ 6  o conh-Ã¡ri da verdade 

O alunodiz aindaque,,nestecaso,tambÃ© 
6 garantida a privacidade de cada pessoa que 
responde. 

5) SerÃ Ãºti esta variante da tÃ©cnic de 
resposta aleat-ria? 

Os alunos estio familiarizados com 
quest'es semelhantes As questÃµe l , 2  e 
4. As questÃµe 3 e 5 apresentam uma 
grande originalidade. Os alunos nunca 
viram algo d o  mesmo g6nero anierior- 
mente. Estas questÃµe ultrapassam, de  
facto, o nÃ­ve dos algoritmos e das tÃ©cni 
cas. Os alunos (e os professores!) que 
nunca tiveram hip6teses de  desenvolver 
as suas prÃ³pria estrat6gias de  resoluÃ§Ã 
&problemas, falharÃ£ narespostaaeste 
tipo de  questÃµes FaÃ§ uma tentativa! 
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ComentÃ¡rio f inais  

HÃ muito a dizer sobre as mudanÃ§a 
na Holanda, especialmente sobre as idei- 
as da abordagem realista. Existem vÃ¡rio 
livros e artigos publicados em inglÃª 
pelo InstitutoFreudenthal, que falam das 
ideias holandesas. 

Embora as experiÃªncia com os no- 
vos currÃ­culo sejam positivas, perma- 
necem muitas questÃµes Para mencionar 
algumas: 

-Qual Ã exactamente o papel da Ã¡lge 
bra? Como foi referido, muitos alunos 
nio a usam do mesmo modo que nÃ³s 
quando resolvem problemas do mundo 
real. Os matemÃ¡tico preferem agenera- 
lizaÃ§Ã£od mÃ©todos Mas talvez atrans- 
ferÃªnci seja mais importante do que a 
generalizaÃ§Ã£ 

- Como Ã que os novos programas 
podem ser avaliados de uma forma ade- 
quada? E necessÃ¡ri bastante investiga- 
Ã§Ã a propÃ³sit deste tema. 

Terminarei com dois comentÃ¡rio de 

alunos que fizeram a MatemÃ¡tic A no 
nÃ­ve prÃ©-universitÃ¡ri Ambos estÃ£ 
agora na universidade, um em Psicolo- 
giae ooutro em MatemÃ¡tica Os comen- 
tÃ¡rio mostram de que forma grande par- 
te dos alunos Ã a favor da nova aborda- 
gem na educaÃ§Ã matemÃ¡tica E nÃ£ serÃ 
isso que realmente se pretende? 

"Eu gostei da forma como fizemos 
MatemÃ¡tic na escola. Porque quando 
descobrimos as coisas por nÃ³ prÃ³prios 
nunca mais as esquecemos ao longo de 
toda a vida." 

'Primeiro, fica-se com uma ideia de 
como uma coisa funciona. Depois de al- 
gumas experiÃªncia e alguns exercÃ­cio 
acabamos por provar o que acontece. Eu 
acho que isto foi acoisa mais importante 
que eu aprendi na MatemÃ¡tic A. Desta 
maneira fico com uma perfeita prepara- 
Ã§Ã para os meus estudos na universida- 
de. Nestesistema, tambimÃ muitopositi- 
vo o facto de nunca nos podermos es- 
conder atrÃ¡ da autoridade do professor. 
Temos de aprender por nÃ³ prÃ³prios. 

TÃ­tulo em inglÃª sobre a educaqÃ£ 
matemÃ¡tic realista: 

Jan de Lange: Mafhematics, Insight and 
Meaning, 1987. 

K. Gravemeijer, M. van den Heuvel, L. 
Streefland: Contexts. Free Production. 
Tests and Geometry in Realistic 
Mathematics Education. 1990. 

L. Streefland(ed.): RealisticMathematics 
Education in Primary Schools: on 
Occasion of the Opening of the Freu- 
denthal Instituto, 1991. 

' Na Holmda existe uma"via de ensino ou via 
pd-universitÃ¡ria e, em paralelo, uma via para 
aaueles aue pretendem terminar o secundÃ¡ri ou . . 
acederacursost6cnicos hktaviafoiaquide~gnadd 
por 'lknico-profissional . para uma mais fhcil 
identificasÃ£ do seu significado. embora este ter- 
mo nÃ£ corresponda & traduqÃ£ literal do inglgs. 

Henk van der Kooij 
HMNIFEO, Utreque 

TraduÃ§Ã de Susana Carreira 
RevisÃ£ de Paulo Abrantes 

ICTMA - uma conferÃªnci internacional sobre 
o ensino de modelos e aplica@5es 

O valor educativo das aplicaÃ§Ãµ da 
MatemÃ¡tic nos currÃ­culo e nas aulas 
desta disciplina nÃ£ serÃ um tema novo. 
No entanto, nos Ãºltimo anos, tem vindo 
a merecer uma crescente atenÃ§Ã por 
parte da comunidade internacional liga- 
da i educaÃ§Ã matemÃ¡tica seja ao nÃ­ve 
da investigaÃ§Ã£ do ensino ou do desen- 
volvimento curricular. 

Se, hÃ uns anos atrÃ¡s as aplicaf6es 
eram um tema de artigos em revistas ou 
sessÃµe em Congressos sobreoensinoda 
MatemÃ¡tica muitas vezes incluÃ­do em 
secÃ§Ãµ mais gerais de resoluÃ§i de pro- 
blemas ou de interdisciplinaridade, hoje 
constituem uma Ã¡re de trabalho a que 
muitas pessoas dedicam a sua actividade 
profissional e que Ã o tema central de 
diversas publicaÃ§'e e Congressos. 

Um sintoma desta importÃ¢nci cres- 
centeÃ arealizaÃ§i de dois em dois anos, 
desde l983,daInteniatioiialConference 
on the Teaching of Mathematical 

Modelting and Applications (ICTMA). 
As duas primeiras ediÃ§'e tiveram 

lugar em Exeter, Inglaterra (1983 e 85) e 
eram voltadas essencialmente para os 
nÃ­vei de ensino pÃ³s-secundÃ¡ri Em 
1987,aconferÃªnciarealiiou-seemKasse 
(Alemanha) e em 1989 em Roskilde 
(Dinamarca). Conotadas inicialmente 
com os paÃ­se do Norte da Europa- nos 
quais o ensino das aplicaÃ§Ãµ da Mate- 
mÃ¡tic e da modelaÃ§Ã tem, de facto, 
tradiÃ§'e muito maiores do que noutros 
paÃ­se -estas conferÃªncia tÃª vindo a 
alargar-se tanto do ponto de vista dos 
paÃ­se de proveniÃªnci dos participantes 
como no que se refere aos nÃ­vei escola- 
res abrangidos. O ICTMA-5, realizado 
em Noordwijkerhout (na Holanda) em 
1991, confirmou esta tendÃªncia com 
participantes de muitos paÃ­se (entre os 
quais vÃ¡rio portugueses) e com a apre- 
sentaÃ§Ã e discussÃ£ de trabalhos relati- 
vos a todos os nÃ­vei de ensino. 

da MatemÃ¡tic 

O principal objectivo do ICTMA Ã 
"constituir um forum para a apresenta- 
Ã§Ã e troca de informaÃ§'es perspectivas 
e ideias entre pessoas envolvidas na in- 
vestigaÃ§Ã ou na prÃ¡tic do ensino das 
aplicaÃ§Ãµe modelos e modelaÃ§Ã mate- 
mÃ¡tica" SÃ£ considerados os nÃ­vei es- 
colares que correspondem, em Portugal, 
b escolas preparatÃ³rias secundÃ¡ria e 
superiores. 

OICTMA-6 terÃ¡lugare Delaware 
(Estados Unidos da AmÃ©rica e decorre- 
rÃ de 15 a 19 de Agosto de 1993. De 
acordo com a prÃ¡tic habitual, o ComitÃ 
Organizador Ã formado pelos responsÃ¡ 
veis das conferÃªncia anteriores: David 
Burghes(UK), Ian Huntley (UK), Werner 
Blum (Alemanha), Mogens Niss (Dina- 
marca) e Jan de Lange (Holanda). 

InformaÃ§Ãµ sobre o ICTMA-6 po- 
dem ser pedidas a Cliff Sloyer, 
Department of Mathematics, University 
of Delaware, Newark, DE 19716, USA. 
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