Matematica realista na Holanda

“Um professor que
ndo sabe todas as
respostas pode ser
mais util do que um
professor que as
sabe. Mais
precisamente, saber
a/uma resposta pode
tornar mais dificil ao
professor apreciar o
pensamento dos
alunos e, com
maiores
probabilidades, ele
acabard por conduzi-
-los a sua solugao.”

John Mason,

Viana do Castelo,
Abril de 1991
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Renovagao dos curriculos na
Holanda

No decurso da dltima década, a edu-
cagdo matemdtica nas escolas secunddri-
as da Holanda (idades dos 12 aos 18) tem
vindo a sofrer mudangas bastante revo-
luciondrias. Em 1985, a Matemadtica A
foi introduzida a nivel nacional nos ul-
timos anos da via pré-universitdria
(VWO, idades de 16 a 18). Este novo
programa destina-se aos alunos que se
preparam para ingressar na universidade
em cursos de psicoldgia, ciéncias sociais
e econdmicas. A experimentagdo que
conduziu ao novo curriculo (0o HEWET-
-Project) foi levada a efeito pelo Instituto
Freudenthal (antes IOWO e OW&OC).
Em 1990, novos curriculos foram intro-
duzidos nos tltimos anos da via técnico-
-profissional' (HAVO): ndo apenas a
Matemdtica A para os estudos sociais e
para a “vida quotidiana”, mas também
um novo curriculo (Matemdtica B) para
os futuros alunos de ciéncias exactas e de
outras dreas vocacionais. Mais uma vez,
as experiéncias com 0s nOVOS programas
(o HAWEX-Project) foram conduzidas
pelo Instituto Freudenthal (IF). Para
completar as transformagdes: a introdu-
¢do de um novo curriculo (preparado
pelo IF em cooperagdo como Instituto de
Desenvolvimento Curricular-SLO) des-
tinado a alunos dos 12 aos 16 anos estd
prevista para Agosto de 1993. (Esta es-
tranha transformacao curricular de cima
para baixo é devida a algumas decisoes
politicas absurdas).

Perspectivas de mudanca na
educacao matematica

E claro que a educagio matemdtica
na Holanda, a todos os niveis, estd a ser
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actualmente influenciada pelas ideias de
Freudenthal e do seu Instituto, uma vez
que estes estiveram profundamente en-
volvidos no desenvolvimento dos novos
programas. Esta vis@o da educag¢io ma-
temadtica, geralmente referida como
educacdo matemdtica realista, enqua-
dra-se muito bem nas ideias de mudanga
que surgem actualmente em muitos pai-
ses, tanto na Matemiitica como na Edu-
cacdo Matematica. De certa forma, todas
as questoes tém como foco aquilo que a
equipa do projecto portugués MAT_
formulou do seguinte modo:

... aescola deve, acima de tudo, con-
tribuir para desenvolver a compreensdo
do papel que a Matemdtica desempenha
na vida dos alunos e na sociedade (ao
longo da histdria e no presente) e para
gerar atitudes positivas em relagio a
Matematica. Para isso, deve valorizar os
processos em vez do conhecimento
factual e as ideias em vez das técnicas, e
deve proporcionar uma larga variedade
de actividades de resolugio de proble-
mas, envolvendo relagoes da Matemati-
ca com diversas dreas da realidade e
internas a prépria Matemdtica.”

A Matematica como umaciénciaiso-
lada, sem qualquer referéncia ao mundo
real, ndo tem valor para a maioria dos
nossos alunos. Eles nio precisam de um
ensino da Matemitica que seja essenci-
almente focado no treino de algumas
técnicas de célculo que se tornem iniiteis
para as suas profissdes futuras e para a
sua vida didria.

Por outro lado, o uso extensivo de
computadores na sociedade modificou a
forma como as pessoas tém de trabalhar
em muitas profissoes:

“Cada vez mais, a sociedade ¢ influ-
enciada pelos processos controlados por
computador. A maioria das profissoes
requer, actualmente, capacidades de
andlise em vez de capacidades mecini-



cas, portanto, a maior parte dos estudan-
tes precisade mais Matemiticanaescola
como preparagdo para a sua profissio.
Também na vida quotidiana as pessoas
se véem confrontadas com todas as es-
pécies de grificos e dados estatisticos,
por exemplo, nos jornais didrios e nas
discussoes politicas.” (Mathematical
Sciences Education Board, USA, 1990).

Na Holanda, os objectivos recente-
mente formulados da educagio matema-
tica (para a maioria dos alunos) sio:

1. Tornar-se um cidadao esclarecido
(alfabetizagdo matemdtica): o objectivo
social.

2. Preparar-se para o mundo do tra-
balho e para estudos posteriores: o ob-
jectivo econdmico,

3. Compreender a Matematica en-
quanto ciéncia: o objectivo cientifico.

Ha também uma mudanga nos con-
tetidos da educagio matematica.

Nos antigos curriculos, a maior parte
do tempo era gasto em dlgebra e célculo.
Uma frac¢io muito menor era atribuida
a geometria plana e, nos niveis mais
avangados, 4 geometria vectorial no es-
paco (aqui também de uma forma me-
ramente algébrica).

Nos novos programas, aparecem
quatro temas principais:

- matemdtica discreta (combinatéria,
grafos e matrizes),

- probabilidades e estatistica,

- dlgebra e cilculo aplicados,

- geometria no espago.

Nos niveis mais elevados dos HAVO
e VWO, os alunos podem escolher Ma-
temdtica A e/ou Matemdtica B. Na Ma-
tematica A ndo existe geometriano espa-
¢o; a Matemdtica B ¢ construida de um
modo mais tedrico com base no cdlculo
(aplicado) e na geometria no espaco.

Educagao matematica:
abordagem realista versus
abordagem mecanicista

Até 1985, a educagio matemdtica na
Holanda em todos os niveis do ensino
secunddrio era apenas centrada no treino
de técnicas e na manipulagio de
algoritmos algébricos. Nesta visao, aqui
designada por mecanicista, a Matemati-
ca é entendida como um sistema de re-
gras. As regras sdo dadas aos alunos, que

as verificam e as aplicam em problemas
(“exercicios™) semelhantes aos exem-
plos dados previamente. Na abordagem
mecanicista, ndo hd necessidade de
dispender tempo em problemas do mun-
do real e em aplicagdes a realidade. A
tnica forma de responder a perguntas
como: “porque é que temos de aprender
todas estas técnicas?”, é dizendo: “por-
que precisards delas para resolver os
exercicios do préximo ano”,

Apoés alguns anos de experiéncias
€Om 0S NOVOs programas, reconhego que
a coisa mais importante que a maior
parte dos alunos aprendeu comigo nessa
altura talvez tenha sido: obedecer cega-~
mente a ordens dadas por um superior,

sem saber porqué e para
qué. Para muitos alu- i
nos, a Matematica sig- 304
nificava: procurar uma 281
forma eficiente de imi- 1
tar as estranhas mani- =]
pulagdes do professor. 241
Uma das compo- 22:
nentes essenciais da = _ g
educagdo matemdtica "
realistaéaoportunida- = 18
de que € oferecida aos 2 4]
alunos de re-inventa- e
rem ou re-construirem E H:
ideias e conceitos ma- 121
tematicos, ao serem 10]
colocados perante ]
muitos e variados pro- o
blemas do “mundo 67
real” e situagdes que P
apresentam tracos do o]
mundo real ou tragos !

lizagdo e a generalizacfio tém lugar, mas
ndo necessariamente para todos os alu-
nos e nao obrigatoriamente para todos os
alunos ao mesmo tempo.

Um exemplo que ilustra a ideia de re-
invengdo (retirado de uma brochura do
projecto HEWET acerca do crescimento
exponencial) é a introducgio dos
logaritmos (para alunos de 15 anos).

Exemplo 1

Este grifico representa o crescimento de
plantas aquaticas, que ocupam inicialmente
1m?(fig. 1).

1) A partir do grifico, faz uma estimativa
do nimero de dias a partir dos quais existem
20m? de plantas.

de modelac¢ao.

Os alunos tém a
possibilidade de esco-
lher as suas proprias
estratégias de resolugio dos problemas.
Um aspecto muito importante deste tipo
de aprendizagem estd no facto de os
alunos serem confrontados com dife-
rentes processos de resolugdo para o
mesmo problema, usados pelos colegas
(ou mesmo pelo professor). Deste modo,
eles aprendem a ouvir outras pessoas de
uma forma critica, a valorizar o seu
préprio trabalho e o trabalho dos outros
€ a apresentar as suas estratégias.

A certa altura, a abstracgio, a forma-

Educagio e Matemitica n® 23
3° trimestre de 1992

T T T

3 4 o) 6

(3]

tempo (semanas)

Fig. 1

2) Ao fim de quantos dias existiriam
40m? de plantas? E 80m*? E 10m*? Verifica

a tltima resposta através do grifico.

Arespostaaquestdo | € “cercade 4.3
semanas’”.

Ao responder a pergunta 2 é impor-
tante notar que em cada semana que
passa a drea total duplica, logo as respos-
tas serdo respectivamente, 5.3, 6.3 e 3.3
semanas.

Uma observa¢do notdvel: muitos
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professores encontram obstdculos, ao
tentarem responder a esta questio, devi-
do ao seu conhecimento de logaritmos
“isolado do contexto”, que tém tendén-
cia a usar aqui. Para a maior parte dos
alunos esta “duplicacdo em cada sema-
na” é ébvia.

Apresenta-se agora a seguinte “‘defi-
ni¢do enquadrada pelo contexto”:

log,10 € definido como o momento
em que estdo formados 10m* de plantas,
sendo 2 o factor de crescimento (come-
¢ando em 1m?).

Neste momento, exercicios desliga-
dos do contexto sdo resolvidos por mui-
tos alunos, a partir da nogido de tempo
que foi introduzida pelo contexto:

3) Justifica: log,16 = 4; log 27 = 3;
log25 =2.

Alguns alunos fazem logo a abstrac-
¢ao para a igualdade 2* = 16.

A préxima questiio antecipa a propri-
edade fundamental das funcgdes
logaritmicas:

4) Explica as seguintes igualdades:
log,3 + 1 =log,6

log,7 + 1 = log, 14

log,6 + log,2 = log,12

A explicagdo decorre directamente
do facto de o niimero | ser interpretado
comoumasemanano contextoreal. Uma
forma diferente de exprimir a mesma
igualdade seria: log,3 +log,2 = log,6. A
partir deste momento, os alunos come-
¢am a confiar na sua intui¢io e percebem
que: log,a + log,b = log (ab).

Durante este processo, que termina
com a demonstragao formal da proprie-
dade fundamental dos logaritmos, é pos-
sivel observar-se uma diversidade de
comportamentos dos alunos. Alguns de-
les abandonam o contexto do “tempo”
rapidamente, a0 passo que outros preci-
sam da tradugio para o contexto do tem-
po a cada momento em que t€m de re-
solver problemas envolvendo logaritmos.

No caso da re-invengio, os alunos
sdo, na maior parte do tempo, guiados
numa direc¢@o bem definida que conduz
a um conceito matematico.

A ideia de (re)construgdo oferece
outras possibilidades interessantes para

aeducagdo matemaitica. Perante um pro-
blema do mundo real, os alunos sdo
desafiados aresolvé-lo sem que lhes seja
dito exactamente como fazé-lo. O proxi-
mo exemplo simples ilustra esta ideia:

Exemplo 2

Mieke recebe uma quantia de 5 florins
por semanae amealhou 25 florins. Annemarie
apenas recebe 3 florins por semana, mas jd
conseguiu economizar 35 florins. Ao fim de
quantas semanas terdo elas a mesma quanti-
dade de dinheiro?

E verdade que este tipo de problemas
do “mundo real” pode encontrar-se em
qualquer livro de Matematica, por todo o
mundo. A maior parte dos professores e
autores de livros escolares acham que
constituem boas aplicagdes da teoria
sobre resolugido de equacdes lineares.
Assim, nos livros de texto mecanicistas
aparece um capitulo em que é apresen-
tado o algoritmo para a resolugio de
equagdes lineares e este € treinado pela
resolugdo de um grande nimero de
exercicios com uma complexidade
crescente. A (ltima seccdo contém
“aplicagdes™ andlogas ao problema das
semanadas. A maior parte dos alunos
ndo reconhece equagdes lineares numa
situac@io como aquelae a minhaexperién-
cia mostrou-me que eles sé pretendem
resolver o problema através de uma
equagdo linear quando lhes € ensinado a
traduzir o problema por meio de uma
equagdo. Na abordagem mecanicista
nunca € pedido aos alunos que desen-
volvam actividades de tradugdo mate-
mdtica ou modelagdo. Consequente-
mente, na abordagem mecanicista estes
problemas do “mundo real” ndo sdo mais
do que exercicios “disfarcados”.

Quando este problema é dado a alu-
nos de 12 anos, por exemplo, sem refe-
réncia a qualquer teoria, obtém-se im-
portantes informagdes sobre o modo
como as criangas atacam tais problemas.
Com frequéncia, as estratégias usadas
pelas criangas diferem muito daquiloque
nds (mateméticos bem treinados) acha-
mos que elas deviam fazer.

Duas estratégias de resolugiio para o
problema das semanadas sdo:

1. Construir uma tabela para comparar o
dinheiro que as duas raparigas tém:
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depois de... semanas, Mieke | Annemarie
inicialmente | 25 35
1 30 38
2 [35 |41
3 40 44
4 45 47
5

50 50

2. No inicio, Mieke estd com 10 florins a
menos. Em cada semana ela tem uma recu-
peracdo de 2 florins. Portanto, ao fim de 5
semanas ndo haverd diferenga e as duas terdo
0 mesmo.

A primeira estratégia é a mais natu-
ral: trata-se apenas de comparar as duas
quantidades de dinheiro, semana apés
semana. E evidente que estas tabelas
suscitam discussdes acerca de regulari-
dades e sobre formas de abreviacio
quando as tabelas se tornam demasiado
longas.

A segunda estratégia é de uma ordem
superior, mas mesmo assim muito ele-
mentar. Comparemos agora esta estraté-
gia com a forma “profissional” de reso-
lugdo. A maioria dos matematicos usa a
via algébrica: seja x 0 nimero de sema-
nas desde o inicio, entdo:

S5x +25=3x+35,logo2x =10¢
portanto x = 5.

Existe uma grande diferenca entre
estaestratégiae aestratégia 2: ao ser feita
a tradugio do contexto real para uma
forma algébrica, o problema torna-se
estdtico. Na estratégia 2 os alunos traba-
lham no interior do contexto do proble-
ma e este torna-se dindmico.

A maioria dos problemas que nés
resolvemos por meio de equagdes linea-
res podem ser atacados de uma forma
dinimica e enquadrada pelo contexto. O
mesmo € vilido em muitas outras dreas
em que nds (matemdticos ) caimos no uso
formal, estético e (pelo menos para algu-
mas criangas) mistico da dlgebra.

Nos novos programas para os niveis
mais baixos foi dado um grande espago a
resolugdo de problemas sobre situagdes
do mundo real, de modo informal e en-
quadrado pelo contexto. Desta maneira,
os alunos ganham confianga na sua capa-
cidade de resolver problemas comple-
x0s. Com o decorrer do tempo, eles po-
dem interessar-se pela resolugdo destes



problemas através de ferramentas algé-
bricas.

No programaantigo, as manipulacdes
algébricas eram feitas logo pelos alunos
de 12 anos. No novo programa é dada
grande atenc¢do, nos dois primeiros anos,
a leitura, a interpretacdo (no interior de
um dado contexto) e a construgdo de
férmulas. Deste modo, os alunos viao
sendo familiarizados com conceitos di-
ficeis como os de varidvel e pardmetro.
A calculadora é frequentemente usada
como uma ferramenta concreta para a
preparacdo de no¢des algébricas.

Consequéncias das mudangas
para a pratica na sala de aula

Como foi dito atris, as mudangas sio
verdadeiramente uma revolugdo para
muitos dos professores. Os novos pro-
gramas requerem novas visoes acercado
papel dos professores e dos alunos, acerca
da elaboragdo de livros de texto e do
modo como os programas devem ser
avaliados.

O papel do professor

Na abordagem mecanicista e estru-
turalista, o professor € atinica autoridade
na sala de aula. Quase sempre ele ensina
a toda a turma o modo de resolver exer-
cicios e de evitar erros, uma vez que ele
viu, ano apds ano, toda a espécie de erros
possiveis. E ele que conhece a solugio
para cada problema.

Quando um professor deseja ensinar
0s novos programas tendo em conta as
intengdes que estiveram na base da sua
concepgio, ele tem de modificar a sua
atitude; e isto diz respeito nio sé ao seu
estilo de ensino como também as suas
ideias acerca da qualidade da educagio
matemadtica. Para certos professores, 0s
novos programas representam um
declineo na qualidade matematica, ja
que a énfase dos antigos programas em
técnicas e teorias mais ou menos dificeis
é substituida por aquilo que eles conside-
ram como actividades menos matemati-
cas de aplicacao e modelagdo.

O estilo de ensino tem de ser alterado
pOrque nos NOVos programas:

- a Matematica perde muito da sua
estrutura,

- a Matemitica ndo é sinénimo de
certeza,

- sdo possiveis vdrias respostas e es-
tratégias de resolugio,

- 0s alunos podem descobrir melho-
res solugdes do que o professor, quando
tém possibilidade de as discutir.

Nos novos programas o papel do
professor deixa de ser o da autoridade
absoluta para ser o de uma pessoa que
estd a activar e a guiar oS processos
individuais de aprendizagem de todos os
alunos. Importantes actividades do pro-
fessor sdo: oferecer apoio, questionar,
ouvir e raciocinar juntamente com o0s
alunos, provocar, estimular e guiar dis-
cussoes.

O papel do aluno

A principal difereng¢a no papel dos
alunos estd em esperar que eles apren-
dam de uma forma activa em vez de
passiva. Eles terdao de pensar por si pré-
prios e formular respostas em que expli-
quem, ndo s6 o que fizeram, mas mais
importante ainda, como e porqué esco-
lheram aquela solugdo. No principio,
muitos alunos nio gostam disto e dizem
que estdo sempre pressionados a pensar
e detestam que assim seja. “Vocé é o
professor e, portanto, tem de me ensinar
o que devo fazer. E para isso que lhe
pagam.” Ao fimde algumtempo, quando
eles descobrem que esta abordagem ¢é
bem sucedida, acabam por aprecid-la
bastante. Na verdade, isto também se
aplica aos professores criticos: quando
eles verificam que um maior niimero de
alunos tem sucesso em fazer Matematica
desta forma, eles mudam a sua opinido
sobre 0s novos programas.

O livro de texto

Os novos curriculos trazem conse-
quéncias importantes para a elaboragdo
de bons livros de texto. Isto porque os
antigos livros de texto eram preenchidos
com pdginas inteiras de exercicios para
praticar um conjunto de técnicas ou as-
pectos tedricos. As aplicagoes, se as ha-
via, eram colocadas no final do capitulo.

Uma vez que as aplicagdes e os pro-
blemas extraidos do mundo real estdo no
centro da matematica realista, os livros
terdo de oferecer uma abundéancia de
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bons contextos reais. As aplicacoes inte-
gradas em contextos sdo usadas como
ponto de partida para cada novo assunto,
sdo parte do processo de construgdo de
conceitos matemdticos dos alunos e sio
usadas como fontes de exercicios.

Sendo as actividades de modelagaoe
resolucdo de problemas partes importan-
tes dos novos curriculos, um bom livro
de texto deveri cumprir os seguintes
critérios:

- ateoria e as aplicagdes tém de estar
interligadas,

- os problemas apresentados tém de
estimular os processos de pensamento
em vez da aplicacdo de algoritmos,

- em diversos locais devem aparecer
contextos ricos. Isto significa: contextos
em que estio integradas diferentes ideias
matemadticas,

- tém de incluir muitos problemas
abertos: problemas para os quais os alunos
precisam de escolher a ferramenta ma-
temdtica mais adequada.

Os problemas interessantes nio se
encontram apenas em contextos do
mundo real. O exemplo seguinte é tirado
do programa de Matemadtica B, para os
ultimos anos da via técnico-profissional
(os alunos sdo preparados para qualquer
disciplina exacta de um ensino superior
vocacional). O contexto € puramente
matemadtico. De facto, pretendia-se um
exercicio sobre substituicio de expres-
soes algébricas.

Exemplo 3

Dadas as linhas rectas I: y =2x - [0 e m:
y=10-0.5x, o ponto A estid sobre arectale
o ponto B esta sobre a recta m, de tal modo
que AB é horizontal e o comprimento de AB
€ 6. Calcula as coordenadas de A e B (fig. 2).

(Sugestdo: Seja x, = x; exprime y,, X, e
Yy, & custa de x).

A sugestdo pretendia ajudar os alu-
nos a resolver o problema mas, uma vez
mais, verificimos que a forma como os
alunos resolvem problemas difere das
nossas ideias. Eles ndo souberam o que
fazer com aquela pista. Os alunos que
procuraram uma solugdo pelos seus pré-
prios meios fizeram um éptimo trabalho.
Repare-se nas seguintes solucdes ele-
gantes:
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avaliagdo ao longo das ex-
periéncias dos projectos
HEWET e HAWEX, ain-
da nao foi dada a palavra
final acerca da avaliag@o.
Para muitos professores,

15

Fig. 4

/ s
Fig. 2

1. Uma abordagem algébrica:

x, =05y + 5 e x; =20 - 2y, logo
X,-X,=2.5y-15.Sendox, -x,=6,segue-
-sequey=84ex,=92ex,=3.2.

2. Uma abordagem dindmica:

A translagio da recta 1 segundo o
vector (-6,0)ddarectal’: y=2x+2. A
interseccdo da recta I’ e darecta m € o
pontoB: 2x +2=10-0.5x, logo conclui-
se que x, = 3.2, efc.

3. Usando o significado de declive

(fig. 3):
Seodeclivede1é 2, entdose Ax =1

\ 6

B

Fig. 3

serd Ay = 2 ou se Ay = 1 serd Ax = 0.5.
Para a recta m pode fazer-se 0 mesmo
raciocinio: se Ay = 1, entdo serd Ax =-2.
Portanto, um deslocamento vertical Ay =
=1 origina uma ampliagdo horizontal
Ax =2.5.

Conclusdo: y,=y,=8.4; x,=82%24
=32ex,=8+05%24=92,

4. Uma abordagem geométrica (fig.
4).

Da figura resulta que:

h/6 = 15/6, donde h = 2.4.

O ponto de intersecg@o das rectas é
S(8.6), logo y = 8.4.
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Os valores de x, e de x,
obtém-se por substitui¢io do
valor de y nas equagdes das
rectas dadas.

20~

As quatro estratégias diferentes sdo
todas baseadas em conhecimentos que
os alunos possuiam de ligdes anteriores.
Este exemplo mostra o que os alunos sao
capazes de fazer depois de terem apren-
dido a pensar por si proprios e a usar as
suas proprias estratégias na resolucgao de
problemas.

A avaliacio

Nos antigos programas, a avaliagdo
era quase sempre feita por meio de testes
escritos de duragido limitada, nos quais
apenas se testavam capacidades relacio-

nadas com o uso de técnicas e
algoritmos. E ébvio que 0s novos pro-
gramas exigem outras formas de ava-
liacao. A avaliacao nao se deverd res-
tringir as técnicas matemadticas. De-
verd operacionalizar todos os objecti-
vosdaeducagio matematica, peloque
os alunos deverao ter oportunidade de
demonstrar que sio capazes de:

- escolher uma estratégia apropri-
ada para resolver problemas e de usar
algoritmos quando resolvem esses

problemas,

- criticar um dado modelo ou argu-
mentagao,

- integrar diferentes modelos mate-
maticos,

- usar novos conceitos ou dados em
situagdes novas, apés uma breve descri-
¢ao,

- explicar a escolha de um método, o
processo usado naresolugdo e os resulta-
dos obtidos, através de palavras conveni-
entemente organizadas ou mediante ou-
tras formas de representacdo adequadas.

Embora tenham sido desenvolvidos
diversos instrumentos alternativos de
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parece ser bastante dificil
elaborar bons testes.

Os trés exemplos se-
guintes dardo uma ideia sobre o que
poderd ser perguntado num exame final
na Holanda, embora os exames finais
ndo sejam o instrumento mais indicado
para a avaliagdo dos novos programas.
Os exemplos sdo retirados, respectiva-
mente, de um exame experimental,
MAVO de 1991 (para alunos de 15 anos
do 1° ciclo do ensino secunddrio), do
exame HAVO de 1990 em Matemadtica
B (para alunos de 17 anos da via técnico-
profissional) e do exame VWO de 1989
em Matemdtica A (para alunos de 18
anos da via pré-universitdria).

Exemplo 4

MAVO:

Este baloigo (fig. 5) ndo estd desenhado a
escala!

Fig. 5

O centrode rotagio do baloigoestd 52cm
acima do solo. Os batentes tém 16 cm de
altura. A prancha tem um comprimento de
5.32 metros.

1) A que altura se situa o ponto mais alto
do baloigo?

O baloigo niio pode ser muito inclinado,
pois as criangas poderio escorregar e cair. De
acordo com os padrdes de exigéncia, o dngu-
lo de inclinagdo ndo pode ser superior a 10°.

2) E verdade que este baloigo satisfaz os
padrdes de exigéncia?

Supde que a prancha do baloigo passa a
ter um comprimento trés vezes maior. As
posicoes dos batentes sdo entdo ajustadas.

3) Qual serd o ponto mais alto que o
baloigo atinge acima do solo?

4) Qual serd o dngulo de inclinag@o nesse
caso?



Exemplo 5

HAVO:

Um pistio (fig. 6) € ligado a um disco
rotativo por meio de uma haste (a vara do
pistdo). A medida que o disco roda, o pistio
move-se horizontalmente para trds e para a
frente. M € o centro do disco, S é o ponto de
ligagdo da vara com o disco e P € o ponto de
ligagd@o da vara com o pistio. MS=1e PS =
4. Seja x radianos a amplitude do angulo
PMS. A distincia PM depende do édngulo x;
seja PM = a(x).

A férmula seguinte € vilida para qual-
quer angulo x: >

a(x)=cosx + V 16 - sen x

1) Demonstraque estaférmula se verifica
para um dngulo 0 < x < /2.

Na figura seguinte (fig. 7) estd represen-
tado o grifico de a como fungio de x no in-
tervalo 0 < x < 2. Neste gréfico observa-se
que o0 minimo de a(x) € 3 e 0 médximo € 5.

Y T ——

Fig. 7

2) Como € que isso pode ser explicado
através da figura 67

Haé dois momentos ao longo de uma volta
completa do disco em que o comprimento de
PM fica igual ao comprimento da vara do
pistdo PS.

3) Quais serdo os valores do dngulo PMS
nesses casos?

A distancia a(x) pode ser calculada apro-
ximadamente pela férmula:

b(x) =4 + cosx

4) Desenha o grifico de b.

5) Investiga para que valores de x a dife-
renga entre b(x) e a(x) ¢ mdxima e calcula
essa diferenca maxima.

Note-se que as questdes 3 e 5 podem
ser resolvidas de duas maneiras: por cdl-
culos algébricos e por raciocinio geomé-
trico.

Exemplo 6

VWO:

Numa tese acerca da criminalidade juve-
nil, um investigador partiu da hipétese que

Jzuiger

Fig. 6

30% dos estudantes do ensino secundirio
cometeram ocasionalmente furto em lojas. O
presidente de um conselho directivo quer
saber se a percentagem de 30% é também
verdadeira para os 1200 alunos da sua escola.
Supde que efectivamente 30% dos alunos
daquela escola jd cometeu alguma vez furto
numa loja. E escolhida ao acaso uma amostra
de 15 alunos.

1) Calcula a probabilidade de haver pelo
menos 5 alunos da amostra que jd cometeram
furto em lojas.

Parte do principio que 6 dos 20 alunos de
uma turma jd cometeram furto daquele tipo.

2) Numa amostra aleatéria de 10 alunos
da turma, calcula a probabilidade de haver
menos de 3 alunos que ji cometeram furto.

Um professor decide fazer uma investi-
gacgdo exaustiva, interrogando todos os alu-
nos da escola. Ele sabe que nesse inquérito
nem todos dirdo a verdade e, como tal, pen-
sou em usar um método com o qual nio é
necessdrio responder sempre verdade. O
método que ele resolveu usar é o seguinte:

- acada aluno é feita a pergunta: “alguma
vez roubaste numa loja?”

- antes do aluno responder a pergunta, ele
tem de lancar um dado; o professor nio fica
a saber o resultado desse langamento.

- 0 aluno terd de responder da seguinte
forma a pergunta:

nimero sorteado | resposta a dar

1,2,30u4 a verdade: “sim” ou “ndo”
5 obrigatoriamente “sim"
6 obrigatoriamente “niao”

O aluno € o tinico a saber se a sua resposta
¢é devida ao acaso ou se estd de acordo com a
verdade. Este método de questiondrio, co-
nhecido como “técnica de resposta aleato-
ria” torna possivel tirar conclusdes a partirdo
estudo de todas as respostas dadas.

Das 1200 respostas dadas, 416 foram
“sim”. O professor estimou que o niimero de
alunos que alguma vez cometeram furto em
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lojas € de 324.
3) Explica como € que ele chegou a esta
estimativa.

O nimero de 324 estudantes é obvia-
mente menor do que os 360 estudantes que se
esperaria encontrar, de acordo com a tese. E
claro que os alunos desta escola ndo consti-
tuem uma amostra aleatéria de todos os alu-
nos do ensino secunddrio. Assim, a hipétese
do investigador ndo pode ser rejeitada com
base nesta amostra.

4) Verifica se deveria ou ndo ser rejeitada
a hipétese do investigador, no caso de uma
amostra aleatéria de estudantes em que hou-
vesse exactamente 324 alunos que jd tivessem
praticado furto em lojas. Usa um nivel de
significincia de 5%.

A técnica de resposta aleatéria € discuti-
da numa aula de Matemdtica. Um aluno
propde um método bastante mais simples,
com as seguintes instrugdes:

nimero sorteado resposta a dar
1,20u3 a verdade
4,50u6 o contririo da verdade

Oalunodizainda que, neste caso, também
¢ garantida a privacidade de cada pessoa que
responde.

5) Sera ttil esta variante da técnica de
resposta aleatéria?

Os alunos estdo familiarizados com
questdes semelhantes as questdes 1,2 e
4. As questdes 3 e 5 apresentam uma
grande originalidade. Os alunos nunca
viram algo do mesmo género anterior-
mente. Estas questdes ultrapassam, de
facto, o nivel dos algoritmos e das técni-
cas. Os alunos (e os professores!) que
nunca tiveram hipéteses de desenvolver
as suas proprias estratégias de resolugio
de problemas, falhardo na resposta a este
tipo de questdes. Faga uma tentativa!
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Comentarios finais

Ha muito a dizer sobre as mudancas
na Holanda, especialmente sobre as idei-
as da abordagem realista. Existem virios
livros e artigos publicados em inglés
pelo Instituto Freudenthal, que falam das
ideias holandesas.

Embora as experi€ncias com os no-
vos curriculos sejam positivas, perma-
necem muitas questdes. Para mencionar
algumas:

- Qual é exactamente o papel da dlge-
bra? Como foi referido, muitos alunos
ndo a usam do mesmo modo que nds,
quando resolvem problemas do mundo
real. Os matematicos preferem a genera-
liza¢@o dos métodos. Mas talvez a trans-
feréncia seja mais importante do que a
generalizacao.

- Como é que 0s novos programas
podem ser avaliados de uma forma ade-
quada? E necessdria bastante investiga-
¢ilo a prop6sito deste tema.

Terminarei com dois comentdrios de

alunos que fizeram a Matemitica A no
nivel pré-universitdrio. Ambos estdo
agora na universidade, um em Psicolo-
gia e o outro em Matemadtica. Os comen-
tarios mostram de que forma grande par-

" te dos alunos é a favor da nova aborda-

gem na educag@io matemadtica. E nao serd
isso que realmente se pretende?

“Eu gostei da forma como fizemos
Matematica na escola. Porque quando
descobrimos as coisas por nés proprios,
nunca mais as esquecemos ao longo de
toda a vida.”

“Primeiro, fica-se com uma ideia de
como uma coisa funciona. Depois de al-
gumas experiéncias e alguns exercicios
acabamos por provar o que acontece. Eu
acho que isto foi a coisa mais importante
que eu aprendi na Matematica A. Desta
maneira fico com uma perfeita prepara-
¢do para os meus estudos na universida-
de. Neste sistema, também é muito positi-
vo o facto de nunca nos podermos es-
conder atras da autoridade do professor.
Temos de aprender por nés proprios.”

Titulos em inglés sobre a educagéao
matematica realista:

Jan de Lange: Mathematics, Insight and
Meaning, 1987.

K. Gravemeijer, M. van den Heuvel, L.
Streefland: Contexts, Free Production,
Tests and Geometry in Realistic
Mathematics Education, 1990.

L. Streefland (ed.): Realistic Mathematics
Education in Primary Schools: on
Occasion of the Opening of the Freu-
denthal Institute, 1991.

' Na Holanda existe uma "via de ensino ou via
pré-universitaria” e, em paralelo, uma via para
aqueles que pretendem terminar o secunddrio ou
acederacursos técnicos. Esta via foi aqui designada
por “técnico-profissional”, para uma mais fécil
identificagdo do seu significado, embora este ter-
mo nio corresponda i tradugdo literal do inglés.

Henk van der Kooij
HMN/FEO, Utreque
Tradugio de Susana Carreira
Revisdo de Paulo Abrantes

ICTMA — uma conferéncia internacional sobre
o ensino de modelos e aplicacoes da Matematica

O valor educativo das aplica¢des da
Matematica nos curriculos e nas aulas
desta disciplina ndo serd um tema novo.
No entanto, nos dltimos anos, tem vindo
a merecer uma crescente atencio por
parte da comunidade internacional liga-
da a educaciio matematica, seja ao nivel
da investigagio, do ensino ou do desen-
volvimento curricular.

Se, ha uns anos atrds, as aplicacoes
eram um tema de artigos em revistas ou
sessoes em Congressos sobre o ensino da
Matemadtica, muitas vezes incluidos em
secgdes mais gerais de resolugdo de pro-
blemas ou de interdisciplinaridade, hoje
constituem uma drea de trabalho a que
muitas pessoas dedicam a sua actividade
profissional e que € o tema central de
diversas publica¢des e Congressos.

Um sintoma desta importincia cres-
cente ¢ arealizacao de dois em dois anos,
desde 1983, dalInternational Conference
on the Teaching of Mathematical
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Modelling and Applications (ICTMA).

As duas primeiras edigdes tiveram
lugar em Exeter, Inglaterra (1983 e 85) e
eram voltadas essencialmente para os
niveis de ensino pés-secunddrio. Em
1987, aconferénciarealizou-se em Kassel
(Alemanha) e em 1989 em Roskilde
(Dinamarca). Conotadas inicialmente
com os paises do Norte da Europa — nos
quais o ensino das aplicacdes da Mate-
madtica e da modelagao tem, de facto,
tradi¢des muito maiores do que noutros
paises — estas conferéncias tém vindo a
alargar-se tanto do ponto de vista dos
paises de proveniéncia dos participantes
como no que se refere aos niveis escola-
res abrangidos. O ICTMA-5, realizado
em Noordwijkerhout (na Holanda) em
1991, confirmou esta tendéncia, com
participantes de muitos paises (entre os
quais vdrios portugueses) e com a apre-
sentagio e discussao de trabalhos relati-
vos a todos os niveis de ensino.
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O principal objectivo do ICTMA ¢
“constituir um forum para a apresenta-
¢ao e troca de informacdes, perspectivas
e ideias entre pessoas envolvidas na in-
vestigacdo ou na pratica do ensino das
aplicagdes, modelos e modelagdo mate-
madtica”. Sao considerados os niveis es-
colares que correspondem, em Portugal,
as escolas preparatérias, secunddrias e
superiores.

OICTMA-6terdlugarem Delaware
(Estados Unidos da América) e decorre-
rd de 15 a 19 de Agosto de 1993. De
acordo com a pritica habitual, o Comité
Organizador é formado pelos responsa-
veis das conferéncias anteriores: David
Burghes (UK), lan Huntley (UK), Werner
Blum (Alemanha), Mogens Niss (Dina-
marca) e Jan de Lange (Holanda).

Informagdes sobre o ICTMA-6 po-
dem ser pedidas a CIliff Sloyer,
Department of Mathematics, University
of Delaware, Newark, DE 19716, USA.



