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O problema
do trimestre

Sobre as respostas ao problema anterior

No dltimo nimero de Educagdo e
Matemdtica foi proposto este problema:

“No dia do aniversdrio de Cinderela,
apareceu-lhe a Fada-madrinha que lhe
disse:

— Formula um desejo que eu satisfa-
¢0-0.

— Como a madrinha sabe, a Ada,
que € a mais velha das minhas duas
irmas, tem mais oito anos do que eu. Ora
eu detestaria vir a ser assim velha. Pego-
-lhe que me dé odom daeterna juventude.

— Assim seja. Fica para sempre com
a tua idade actual — disse a Fada Boa
tocando-lhe com a varinha de condio.

Quando as duas irmis souberam da
prenda da Fada ficaram furiosas.

— Esumaegoista— gritoua Ada. —
Esqueceste que, todos os anos na festado
reino, o pai nos d4, para dividirmos
equitativamente entre nds, um saco com
um nimero de moedas de ouro que é
igual ao produto das nossas trés idades.

— E verdade — confirmou a Brenda
que era muito boa em cdlculo mental. —
S6 nos préximos dois anos o teu egoismo
vai-nos custar um total de 1382 moedas
de ouro.

Quantos anos tem a Cinderela?”

Este problema foi originalmente
proposto por Hubert Phillips no livio My
best puzzles in Mathematics, editado
pelas Dover Publications (Nova York,
1961). Recebemos desta vez um nimero
significativo de respostas com contribu-
tos interessantes e curiosos.

Sejam A, B e C as idades actuais de
Ada, Brenda e Cinderela, respectiva-
mente, em que A=C+8.

Se a Fada-madrinha nao tivesse ace-
dido aos desejos da Cinderela, as trés ir-
mis receberiam, nos préximos dois anos,

(C+1)(B+1)(A+1)+HC+2)(B+2)(A+2)
moedas, mas vao receber apenas
C(B+1)(A+1)+C(B+2)(A+2).

A diferenga entre estes dois valores é
de 1382. A equacdo que se obtém, depois
de simplificada e de eliminada por
substituicao uma das varidveis, é
3AB + 5A + 5B = 1373 (eliminando C)
ou
3BC+5C+29B=1333 (eliminando A).

Resta agora procurar as solugdes in-
teiras de uma destas equagdes, directa-
mente ou resolvendo primeiro em ordem
a uma das incognitas.

Resolvendo em ordem a C vem

_ 1333 - 29B
" 3B+5

Como afirma Judite Barros, “poden-
dorecorrer acomputador, dada arapidez
de cdlculo, ndo hd vantagem de ordem
priticaem perder tempo com o estudo de
restricoes”. Caso contrdrio, vale a pena
verificar que, como

A=C+8>B,vem

1333 - 29B
3B+5

Resolvendo a inequacio, vé-se que
B<20. H4 s6 19 tentativas a fazer, ou até
menos porque, como diz Dora Almeida,

+8>B

quando B diminui, C aumenta, e para
B=11aCinderelajateriamais de 29 anos
“e estaria quase a perder a juventude”
(nem toda a gente pensa assim, Dora!)
Testando todos os valores possiveis
para B, obtém-se 3 solucdes. Quem se-
guiroutras vias, incluindo ade usar com-
putador, poderda encontrar uma quarta
solucdo, conforme se vé no quadro.

Brenda Cind. Ada
1" 1 163 171
2° 3 89 97
3 17 15 23
4t 23 9 17

A 4 solugao € de eliminar porque a
Adandoseriaamais velha, embora Hele-
na Rocha e Judite Barros salientem que,
mesmo sem essa informagio, nio é acei-
tivel que Cinderela, com 9 anos, tivesse
“preocupacdes com a velhice” e desejas-
se “‘conservar a eterna juventude”.

Também se tem de rejeitar as duas
primeiras solugdes. Argumentos: “Estas
idades da Ada sdo um tanto inverosi-
meis, sobretudo tendo em conta que o pai
das manas ainda esta vivo” (Pedro Este-
ves); “umadiferenga de 94 anos na idade
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de duas irmas nao é¢ humanamente possi-
vel” (Helena Rocha); “seria pouco pro-
vdvel que Brenda, s6 com 3 anos, pudes-
se’’ sertao boaem cilculo mental (Alberto
Teixeira); ou “Cinderela, que € uma ra-
pariga nova...” (Orlando Freitas).

A solugdoiinica serd entio: Cinderela
15 anos, Ada 23 e Brenda 17.

Houve quem resolvesse o problema
impondo curiosas restricdes. Para Jodo
Torres “a Cinderela deve ter pelo menos
15 anos para poder casar com o Principe
e nenhumadas irmas deve ter mais de 40.
Segundo reza a histdria, eram ambas
mogoilas casadoiras e tinham esperancga
de ser escolhidas pelo Principe”. Tam-
bém para Alberto Canelas “Cinderela é
uma meninacasadoira, portanto ndo deve
ter menos de 13 nem mais de 257, Para
Luis Madureira, o produto das idades
terd de ser miltiplo de 3.

Helena Rocha propde um interessan-
te método de resolugio grifico em com-
putador (embora nio o tenha conseguido
testar): tragar o grafico da fungio C=f(B)
e sobrepor-lhe um quadriculado de lado
unitdrio. As possiveis solugdes seriam os
pontos em que o grifico coincidisse com
os vértices doquadrado (valores inteiros).

Finalmente, Alberto Teixeira faz as
seguintes consideragdes:

“Sou de opinido que Cinderela fez o
desejo ndo por egoismo, antes por puro
altruismo. Repare-se que, caso ndo pe-
disse para continuar com 15 anos, nem
sempre seria facil dividir as moedas pe-
las trés irmas.

Por exemplo, passados dois anos,
elas teriam 25, 19 e 17 anos e o produto,
8075, dividido por 3 dd um nimero com
dizima infinita: 2691,(6).

Penso, por isso, que ndo devemos
pensar mal da Cinderela que, além de
altruista, é quase tdo boa como a suairma
Brenda em Teoria dos Nimeros.”

Ainda A MORADA DA EDITE

O problema A morada da Edite,
proposto no nimero 21, foi também
apresentado na sec¢io “Desafios” do
jornal Piiblico. Um dos leitores, Jorge
Oliveira, enviou-nos uma carta que,
pelas questdes que levanta, nos pareceu
de grande interesse por 4 discussio.

“A solugdo de um leitor em que a
praca teria 39490 casas e a Edite moraria
no n® 27924 nao estd correcta. Penso que
o erro se deve a uma insuficiente ca-
pacidade da mdquina de calcular. (...)
Pode-se verificar o erro desta solucdo
reparando que 27924* termina no alga-
rismo 6 e o produto (39490 x 39491)/2
terminard em 5, nio respeitando a rela-
¢do k¥ = n(n+1)/2.

A sugestdo de Judite Barros é aquela
que explorei. De facto, tudo se passa em
torno de quadrados perfeitos impares
mas, na minha modesta opinido (sou
engenheiro e ndo matemadtico), é possi-
vel restringir drasticamente a pesqui-
sa(...). Com efeito, as solugdes encon-
tram-se junto aos quadrados dos seguin-
tes nameros: 1,3,7,17,41,99, 239,577,
1393, 3363,..., os quais constituem uma
sucessio que obedece a seguinte férmula
de recorréncia:u =2u_ +u .

A partir daqui podemos determinar,
por exemplo, as primeiras 10 solucdes
(muito longe das primeiras 50 referidas
que dariam ndmeros gigantescos). O li-
mite de n/k €12, como era de esperar.

n® impar n°de n” da
da série e casas (n) Edite (k)
1 1 | 1 1
3 9 8 6 1.(3)
7 49 49 35 1.4
17 289 288 204 14117647
41 1681 1681 1189 1.4137931
99 9801 9800 6930  1,41)
239 57121 57121 40391 14142012
577 332929 332928 235416 14142114
1393 1940449 1940449 1372105 1,4142132
3363 11309769 11309769 7997214 1,4142135

A série de nimeros impares pode
dividir-se em duas:

ay1,7,41,239,1393,... aque corres-
pondem valores de n que sdo quadrados
perfeitos e n+1 o dobro de um quadrado
perfeito;

b) 3, 17,99, 577, 3363,... a que cor-
respondem valores de n que sdo o dobro
de um quadrado perfeito e n+1 quadrado
perfeito.

Cada uma das subsucessodes obedece
a férmula de recorréncia: u =6u_ -u |

(...) Esta separaciio permite aplicar
mais facilmente o método de inducao,
demonstrando a validade das férmulas
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de recorréncia, 0 que garante que os
quadrados daqueles niimeros impares sio
ou nou n+l, com n(n+1)/2 = quadrado
perfeito.

Para chegar a estas conclusdes utili-
zei uma simples mdquina de calcular de
8 digitos, determinando exaustivamente
as primeiras 6 solugoes, até observaralei
de formacgdo da sucessdo dos nimeros
impares que suportam as solugdes.

Penso, no entanto, que fica por de-
monstrar que esta sucessdo de nimeros
impares esgota o problema. Confesso
que perdi algum tempo a pesquisar uma
demonstracdo mais formal, tendo “des-
coberto” algumas relagdes bastante inte-
ressantes entre os nimeros envolvidos...
mas as férias acabaram!

(...)talvez algum matematico se sinta
desafiado a tal demonstragio.”

Também Alberto Canelas nos en-
viou uma carta sobre A morada da Edite
discordando de “algumas das conclu-
soes apresentadas, relativamente a ge-
neralizac@o para uma praga de um tama-
nho qualquer”. Tendo resolvido o pro-
blema de duas maneiras, com dois pro-
gramas de computador em GWBASIC,
obteve, a partir de certa altura, solu¢des
diferentes. Afirma entdo: “(...) gostaria
de lembrar que o computador é um pre-
cioso auxiliar nestas situagdes, mas ¢
igualmente preciso ter um certo cuidado
com o modo como € utilizado.

Em certas condigdes, o computador é
incapaz de distinguir um nimero inteiro
de um nimero aproximadamente intei-
ro. Por exemplo, substituindo na férmu-
la o valor n=39490, apresentado por
Anténio Amaral na revista, e fazendo as
contas numa méquina de calcular sufi-
cientemente precisa obtemos o valor
k=27924,00034 que ndo é, evidente-
mente, solugdo do problema.”

Chama ainda a atencdo para o facto
curioso e inesperado de a raziio entre
duas solugoes sucessivas de n (ou de k)
tender para uma constante c. E, “embora
nio o conseguisse demonstrar, presumo
que o valor da constante é dado por

c=2V2+3=53828427124746...”

Finalmente, apresenta a 13” solugao.
A praca teria 2.239.277.041 casas e a
Edite moraria no n® 1.583.407.981.

José Paulo Viana
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