Representacdes multiplas no ensino e
aprendizagem da matematica

NErLiA AMADO

Para alguns leitores o tema das representacgdes, em matemadtica,
pode parecer trivial, uma vez que aprender matemadtica envolve
aaprendizagem de representacdes. De facto, desde os primeiros
anos de escolaridade que os alunos aprendem representacoes
dos nimeros e das operagdes e, ao longo do percurso escolar
vao ampliando os seus conhecimentos de novos simbolos
matematicos, novos nimeros e novas operagdes. Outros objetos
matematicos vao igualmente surgindo, nomeadamente, as
fungoes e limites, a derivagdo ou a integracdo, entre muitos
outros. Na verdade, os alunos estéo a aprender representacoes
simbdlicas préprias da linguagem da matemadtica.
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Figura 1. Exemplos de representa¢cdes matemadticas

As representacdes matemadticas apresentadas na figura 1
traduzem ideias e conceitos matemadticos, alguns dos quais
altamente sofisticados e abstratos. O conhecimento matemadtico
é muito mais do que o conhecimento destas ideias e contetidos
em linguagem simbdlica propria da matemdtica, implica ser
capaz de as manipular, transformar e relacionar, mas acima
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de tudo, envolve a compreensdo e o significado destas ideias
e a capacidade de as mobilizar na resolu¢io de resolucdo de
diferentes tipos de tarefas.

Muitas das ideias e dos conceitos matematicos que representamos
em linguagem matematica sdo complexos e abstratos. Um dos
casos bem conhecidos de todos os professores de matemética é
a dificuldade dos alunos em representar e manipular niimeros
racionais. Mesmo no ensino superior, é frequente encontrar
alunos com dificuldades em manipular e transformar nimeros
racionais. Alids, ndo tenho duvidas em dizer que conhecem
a sua representagdo, porque assim que se deparam com um
numero representado na forma de fracdo ficam nervosos e
angustiados. Perguntam os leitores, como é possivel? E possivel,
porque eu tenho alunos nesta situacdo nas minhas aulas. Pode
haver inimeras explicagdes para que tal aconteca, mas uma
hipétese pode ser a falta de compreensio do conceito de fragdo
que os impede de manipular e transformar as representacoes
matemadticas. E isso fica muito claro quando tém de realizar
operagdes com numeros fraciondrios, nos mais variados
contextos, seja no estudo de matrizes ou na resolugido de um
problema de programacdo linear.

Situagdo contraria acontece com os alunos que reconhecem
representacoes multiplas dos nimeros racionais e sio hdbeis na
sua manipulacdo e transformacdo, estes facilmente conseguem
resolver, com elevado grau de sucesso, problemas mais
complexos.

Destaco a expressdo que utilizei, representagoes multiplas
porque na verdade é aqui que estd o cerne da questdo. Esta é
uma das razoes que justificam a relevéncia que é atribuida as
representacdes nos curriculos de muitos paises, incluindo, em
Portugal. O recurso a representacdes multiplas é determinante
para a aprendizagem matemadtica, razdo pela qual este tema
faz parte da investigacdo em educagdo matemdtica ha vdrias
décadas.

Estas representacoes mdltiplas de que falarei adiante podem
também ser designadas de representagdes externas, em oposi¢ao
as representacdes internas, estudadas na neurociéncia e que
nio irei aprofundar aqui. Apenas quero sublinhar que a
construgdo das representagdes internas, estd relacionada com
possiveis configuracdes mentais, determinantes nos processos



de raciocinio, como é explicado pelo neurocientista Ant6nio
Damasio (2011). A construgio destas configuracdes mentais s6 é
possivel se 0 aluno compreender e atribuir significado as ideias e
aos conceitos estudados, mas para tal € necessdrio proporcionar
aos alunos representagdes multiplas, uma vez que o recurso
exclusivo a representagcdes matematicas pode ser insuficiente
dado o seu grau de abstracdo e complexidade.

AS REPRESENTACOES MATEMATICA NAS NOVAS
APRENDIZAGENS ESSENCIAIS

As novas Aprendizagens Essenciais de Matemadtica (AEM)
(Canavarro et al., 2021) para o ensino bdsico, assim como
as Aprendizagens Essenciais de matemdtica para o ensino
secunddrio, que estiveram em discussio recentemente,
apresentam novos desafios que prometem contribuir para
a melhoria do ensino e aprendizagem da matematica e,
consequentemente, para o sucesso dos nossos alunos ao longo
da escolaridade obrigatodria.

Comecgo por destacar as seis capacidades matematicas
transversais enunciadas nas novas AEM para o ensino bésico
e as quais tém sido dedicados nimeros tematicos desta revista:
resolucdo de problemas, o raciocinio matematico, o pensamento
computacional, a comunicacdo matemadtica e representacoes
matematicas. Este numero tematico, dedicado a capacidade
de usar multiplas representacdoes matematicas, encerra assim
este ciclo.

Esta capacidade é apresentada nas novas AEM como um dos
objetivos para a aprendizagem da matematica:

Desenvolver a capacidade de usar representagdes mdaltiplas,
como ferramentas de apoio ao raciocinio e a comunicagio
matematica, e como possibilidade de apropriacio da
informagéo veiculada nos diversos meios de comunicagao,
nomeadamente digitais, onde surge em formatos em constante
evolucdo. As ideias matemadticas sdo especialmente clarificadas
pela conjugacdo de diferentes tipos de representagdo, e a
compreensio plena depende da familiaridade e fluéncia que
os alunos tém com as vérias formas de representacio. A
tecnologia desempenha um papel especialmente relevante
por facilitar a transigdo entre diferentes tipos de representagdo
e andlises com maior detalhe ou magnitude, inacessiveis sem
os recursos tecnologicos. (AE, 2021, p. 3).

Mas do que falamos quando nos referimos a representacoes
multiplas em matematica?

O QUE ENTENDEMOS POR MULTIPLAS REPRESENTACOES
MATEMATICAS

Embora exista uma vasta literatura e inimeros estudos em torno
da tematica das representa¢des, Mainali (2021) apoiando-se em
diversos autores define representagdes matemdticas, como um
simbolo ou conjunto de simbolos, diagramas, objetos, imagens
ou graficos, que podem ser utilizados no processo de ensino

e aprendizagem. Esta defini¢do ¢ bastante mais ampla do que
o conceito de simbologia matemdtica, anteriormente referida,
pois inclui a possibilidade de considerar diagramas, tabelas,
objetos, imagens e gréificos para apresentar uma ideia ou um
conceito matemadtico.

No dominio da matemética sdo habitualmente reconhecidos
quatro modos de representacdo: i) verbal, ii) gréfico, iii) algébrico
e iv) numérico, que podem ser utilizados isoladamente ou em
interacdo entre si, pois o estabelecimento de conexdes entre
estes modos é fundamental para uma melhor compreensdo da
matematica.

A mesma autora aponta algumas razdes que justificam a
importancia da utilizagao de multiplas representagdes, no ensino
e aprendizagem da matemdtica, como, por exemplo:

« As representacdes sdo inerentes a prdpria natureza da

matemadtica. De facto, existem tépicos matematicos que
estdo fortemente associados a representagdes, alguns dos
quais ndo podem ser estudados sem o recurso a diferentes
representa¢des. Um exemplo, sdo os conceitos de fungéo e
de graficos cartesianos que néo s6 estdo associados a vérias
representacoes, mas também ao estabelecimento de conexdes
entre elas.
Na figura 2, apresentam-se trés representacgoes distintas:
numérica, algébrica e grafica cujas conexdes permitem aos
alunos, em simultaneo, a aprendizagem de fungoes e graficos,
atribuindo significado ao que se entende por calcular, por
exemplo, f(3).
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Figura 2. Representacdo grafica, numérica e algébrica

« Asrepresentacdes permitem multiplas concretizagoes de um
conceito, isto é, podemos usar diferentes representagoes para
um mesmo conceito matematico ou estrutura matemadtica.
A utilizagdo de multiplas representacdes de um mesmo
conceito permite aos alunos extrair e apreender determinadas
propriedades do conceito. Por exemplo, o recurso a diferentes
representacgdes de fracdes permite aos alunos uma melhor
compreensdo do conceito e, em simultaneo, tirar conclusoes
sobre a equivaléncia de fracoes.

Referi inicialmente, as dificuldades dos alunos em manipular
numeros racionais, na verdade, o numero pode nio ser
facilmente entendido por todos os alunos, mas se recorremos a
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um aplicativo (figura 3) facilmente conseguimos proporcionar
ao aluno diferentes representagdes deste nimero racional.

https://www.nctm.org/Classroom-Resources/llluminations/Interactives/Fraction-Models/ A

Figura 3. Fraction Models - Aplicagdo interativa do NCTM

+ Asrepresentacdes podem e devem ser usadas para mitigar
as dificuldades dos alunos. Na resolu¢do de um problema ou
na compreensdo de um conceito o professor deve recorrer a
vérias representacdes de modo a facilitar a compreenséio da
situacdo. No exemplo da figura 3, o recurso a representacoes
multiplas, oferece ao aluno vérios olhares sobre o mesmo
objeto. Ao estabelecer conexdes entre elas, poderd mais
facilmente compreender ndo s6 o conceito de fragdo, mas
as representacdes multiplas do mesmo numero.

+ As representacdes permitem ainda tornar a matematica
mais atraente e interessante. Por exemplo, atualmente
os manuais escolares revelam um progresso significativo
relativamente a utilizacdo de mdltiplas representagdes.
Se compararmos os manuais escolares do inicio deste
século com os atuais, facilmente reconhecemos o recurso
a uma diversidade de representacdes em oposi¢do ao uso,
quase exclusivo, de representacoes simbdlicas proprias da
linguagem matemadtica.

Vérios autores (p. e. Ballard, 2000) defendem que os alunos
devem, desde os primeiros anos de escolaridade, contactar com
representacdes multiplas e estabelecer conexdes entre elas. Deste
modo, é necessario que os alunos, desde os primeiros anos,
sejam envolvidos na construcgdo e interpretacdo de diferentes
modos de representacio. Este envolvimento tem dois propdsitos,
por um lado, a utiliza¢do de diferentes representacdes permite
uma melhor compreensio da matemdtica e, por outro, as
representacoes multiplas permitem aos alunos multiplas formas
de comunicar as ideias matematica e o raciocinio na resolugdo
de problemas.

Também Tripathi (2008) destaca a importincia da utiliza¢do
de multiplas representacdoes ao considerar que diferentes
representacdes permitem olhar para um conceito através de
uma variedade de lentes, onde cada lente proporciona uma
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perspetiva diferente que torna a imagem (conceito) mais rica
e mais profunda, possibilitando a cada um dos alunos uma
compreensiao do mesmo.

Em suma, para além da importancia das multiplas representa¢des
na compreensio de conceitos e ideias matemadticas, na resolucao
de problemas, no raciocinio matemadtico e na comunicagéo, é
também reconhecida a sua importancia no desenvolvimento
de aspetos afetivos tais como a motivagéo e o gosto dos alunos
para a aprendizagem da matematica.

AS TECNOLOGIAS COMO FACILITADORAS DE MULTIPLAS
REPRESENTACOES MATEMATICAS

O surgimento das tecnologias veio trazer um grande impulso
a utilizacdo de representacées multiplas. De facto, as
tecnologias permitem construir representacdes que podem
ser manipuladas tornando assim, as representacoes dindmicas.
O recurso a utilizagdo da tecnologia permite que os alunos
desenvolvam a compreensio de conceitos matematicos,
estabelecendo conexdes entre diferentes ideias matematicas
ou entre multiplas representacdes. Os ambientes tecnolégicos
dinadmicos possibilitam o desenvolvimento da compreensao de
determinados conceitos através de conjeturas e da prova. Os
alunos podem raciocinar e verificar as suas conjeturas observando
os efeitos das suas interagdes com as representagdes em termos
do que muda e do que ndo muda. Para além das calculadoras
graficas, o GeoGebra, pelo seu caracter dindmico, possibilita
representacdes dinimicas e o estabelecimento de conexdes entre
diferentes tipos de representagdes, o que pode contribuir para
uma melhor compreensio de diversos temas matematicos. Ao
combinar numa mesma imagem uma representagdo numeérica,
grafica e algébrica, permite ao aluno estabelecer rapidamente
conexdes entre elas, facilitando assim um conhecimento mais
sélido do tépico em estudo. Para além do GeoGebra ou da
calculadora grafica, temos ao dispor intimeros aplicativos que
facilitam a realizacio de experiéncias e promovem a obtencéo de
representagdes multiplas, como o Fraction Models (nctm.org),
ja referido na figura 3, ou os manipuldveis virtuais construidos
no préprio GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/rps4kf84),
como o da figura 4.
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Figura 4. Representagdes de fracoes equivalentes num manipulével
virtual do GeoGebra


https://www.nctm.org/Classroom-Resources/Illuminations/Interactives/Fraction-Models/
https://www.geogebra.org/m/rps4kf84

Existe atualmente um grande numero de aplicativos que
permitem aos alunos ndo s manipular as representagdes,
mas também explorar, investigar e conjeturar. Este trabalho
pode ser feito, dentro ou fora da sala de aula, de acordo com o
conhecimento que o professor tem dos seus alunos e do contexto.
A utilizagao da folha de célculo, como o Excel é outra ferramenta
que facilita o recurso a representacdes multiplas: numérica,
grafica ou algébrica.

Ha evidéncias consideraveis de que o conhecimento
representacional medeia a resolugio de problemas complexos,
promove a transferéncia de conhecimento para novas situagoes,
bem como uma melhor compreensio dos conceitos.

O PAPEL DO PROFESSOR NA UTILIZACAO DE
REPRESENTACOES MULTIPLAS

Ge (2012) defende que o uso de multiplas representagoes deve ser
organizado de forma a produzir o efeito desejado, promover as
aprendizagens dos alunos. Para este autor € necessario cuidar da
forma como as representagdes sdo apresentadas aos alunos e nio
as deixar ao acaso. O professor ao planificar as suas aulas deve ter
em conta quais as representagdes mais adequadas para alcangar
os objetivos a que se propde, pois, cada tipo de representagdo
tem as suas vantagens e desvantagens. E necessario que os
alunos tenham conhecimento de quais as representa¢des mais
adequadas em cada tarefa.

Na resolugdo de problemas que envolvem a probabilidade
condicionada, os professores recorrem, predominantemente,
a representacdes na forma de tabelas. No entanto, existem
problemas para os quais pode ser mais eficaz recorrer a
representac¢do na forma de um diagrama de drvore. Deste modo
é importante que os professores na sua planificagdo incluam
problemas que exigem os dois tipos de representacio para chegar
as representacdes simbdlicas e resolverem os problemas com
sucesso. Se os alunos recorrem sempre a tabelas (figura 5) nas
suas aulas, entdo é pouco provavel que utilizem um diagrama de
arvore (figura 6), até porque desconhecem esta representagéo.
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Figura 5. Representacdo através de uma tabela
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Figura 6. Representacao através de um diagrama de drvore

AS REPRESENTACOES MULTIPLAS NA AVALIACAO FORMATIVA

As novas AEM para o ensino bésico destacam a importincia
da avaliacdo formativa, referindo que esta pratica “continuada
contribui de forma muito expressiva para as aprendizagens dos
alunos, pelo que é imperioso o seu desenvolvimento na aula de
Matematica” (p. 7).

A avaliacdo formativa é um processo que envolve a recolha
de informacéo sobre as aprendizagens dos alunos com vista
a tomada de decisdes sobre o ensino, ou seja, é um processo
que informa sobre os niveis de compreensdo. A avaliacdo
formativa deve envolver uma diversidade de métodos de
recolha de informacdo de modo a permitir ao professor aceder
ao pensamento do aluno. Neste contexto, as representagoes
produzidas pelos alunos permitem ao professor aceder a forma
como estes pensam e raciocinam ao longo da resolugéo de um
problema, permitindo-lhe dar feedback ao aluno, no sentido
de o ajudar a regular a sua aprendizagem.

Heritage e Niemi (2006) tal como Duval (1999) ou Greeno e
Hall (1997) defendem o valor das representagdes no processo de
ensino e aprendizagem da matemadtica, ndo sé pela natureza da
propria matemdtica, mas também pelo poder que estas assumem
na comunicacao de ideias e conceitos, por esta razdo consideram
que o seu papel na avaliagdo formativa deve ser igualmente
reconhecido. Para Heritage e Niemi (2006) as representagdes
sdo uma poderosa ferramenta para os professores acederem ao
pensamento do aluno, sejam eles simbolos, diagramas, mapas,
imagens ou a proépria linguagem oral ou escrita.

Os professores devem usar representagdes para envolver os
alunos na aprendizagem da matemadtica, de modo que os alunos
possam usar essas representacoes para estruturar a compreensao
de conceitos emergentes. As representagdes devem ser um meio
através do qual os alunos demonstram se e como entendem as
ideias que foram introduzidas. Com base nas representacoes
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produzidas pelos alunos, os professores fardo mais inferéncias
sobre a aprendizagem e decidirdo como planificar as aulas
seguintes. Além disso, durante a aula, as interagdes entre
professor e alunos, ancoradas nas representagdes, constituem
uma oportunidade para aprimorar, corrigir e elaborar conceitos
matematicos. Deste modo, € possivel afirmar que sem o recurso
arepresentacdes multiplas de ideias matematicas néo é possivel
envolver os alunos no processo de ensino e aprendizagem.

Um ensino eficaz requer que os professores facam uso efetivo
das representagdes para comunicar ideias, mas também que
interpretem e respondam apropriadamente as representacoes
produzidas pelos seus alunos.

S6 assim, os alunos podem usar essas representacdes para
estruturar a sua compreensio de conceitos e ideias. Finalmente,
essas representagdes tornam-se um meio indispensavel através
do qual os alunos demonstram se e como entendem as ideias que
foram trabalhadas. Com base nas representacgdes produzidas
pelos alunos, os professores podem fazer mais inferéncias sobre
a aprendizagem do aluno e tomar decisdes mais sustentadas
para promover as aprendizagens. Além disso, o professor pode,
a partir das representagdes produzidas pelo aluno, promover um
didlogo que contribua para a clarificacédo do conceito matematico
ou para o aluno prosseguir na resolugdo de determinada tarefa.
Sem o recurso as representagdes, muitas vezes abstratas, ndo esta
claro como os professores podem ensinar e os alunos aprender.

Por conseguinte, ndo basta que os professores facam uma
utilizacdo efetiva de multiplas representa¢des para comunicar
ideias e conceitos matematicos com os seus alunos e que
desenvolvam nos seus alunos a capacidade de mobilizar essas
diversas representacoes na resolucdo das tarefas em sala de
aula. E igualmente necessario que os professores interpretem
as representacdes produzidas pelos alunos e os questionem
sobre elas, como forma de promover a aprendizagem. Na figura
7, apresento o modelo proposto por Heritage e Niemi (2006),
desenvolvido em cinco etapas, ligadas entre si num processo
ciclico, que traduz o uso de representagdes no processo de ensino
e aprendizagem, por professores e alunos.

Professor analisa
0 contexto

Professor
planifica as Planificagéo da
sequéncias aula
seguintes

Professor
interpreta as
representagdes

Alunos criam
representagoes

Figura 7. Modelo de ensino e aprendizagem envolvendo
representacoes
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PARA TERMINAR

Neste artigo procurei discutir aimportancia do uso de multiplas
representacdes no processo de ensino e aprendizagem da
matematica e a sua relevincia na avaliacio formativa. As
representacdes sdo ferramentas indispensaveis para os alunos
aprenderem e compreenderem a matemética, mas também
para os alunos comunicarem as suas ideias e aprendizagens. O
professor deve pensar e planificar as sequéncias de representagdes
tendo em vista os objetivos que pretende alcangar. Promover
o uso de representagdes multiplas é contribuir para uma
aprendizagem da matemdtica que vai além da manipulagéo e
transformacdo das representacdoes matematicas, é contribuir
para que os alunos compreendam e atribuam sentido as ideias
e aos conceitos matematicos.
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