Da drea ao volume — quando a intuicao nos

desafia

LiNnA BRUNHEIRA

Este artigo é uma espécie de sequela do artigo Valorizar o
raciocinio espacial no ensino e na aprendizagem da Geometria
(e ndo s6), publicado na EM 155. Nesse artigo, discuti o conceito
raciocinio espacial recorrendo a vérias resolugdes do problema
Frascos de perfume, também publicado no mesmo numero,
na seccdo Materiais para a aula de matemdtica. Retomo o
mesmo problema neste artigo, concentrando-me, desta vez,
num aspeto diferente — a relacdo entre a drea e o volume e o
papel da intuicdo na compreensio desta relacdo. Para facilidade
de leitura, reproduzo este problema na figura 1.

Frascos de perfume

Os frascos representados nas figuras tém algum perfume, mas apenas
um deles ndo estd meio cheio. Os frascos das figuras 1 e 2 tém o
liquido exatamente a meio da altura. O frasco da figura 3 tem o
liquido abaixo do meio da altura. O frasco 1 é cilindrico e os outros
dois séo compostos por troncos de cone.

Todos os frascos estdo representados por uma vista de frente, todos
tém a mesma altura e as bases e os topos tém igual largura.

Um dos frascos ndo estd a meio. Qual é?
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Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 1. Enunciado do problema

No artigo atras referido, afirmo que se trata de um problema
do espaco 3D que se reduz a um problema do espaco 2D.
Efetivamente, os frascos 2 e 3 sdo composicoes de troncos de
cone, logo podemos raciocinar com base numa unica vista.

Desse modo, concentremo-nos no frasco 2. Se decompusermos
o hexdgono correspondente a representacao da parte vazia do
frasco, obtemos um trapézio congruente com o correspondente a
parte do frasco com perfume e ainda dois triangulos congruentes
(figura 2). Sabemos que os trapézios sdo congruentes porque
as suas bases sdo congruentes, sdo trapézios isdsceles e tém a
mesma altura. Consequentemente, hd uma parte vazia do frasco
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igual a parte com perfume, sobrando ainda duas partes sem
perfume (representadas pelos tridngulos). Logo, o frasco nio
estd a meio. Note-se ainda que nesta resolugdo nio recorremos
ao calculo de dreas, veremos de seguida porque é que esse é
um aspeto sensivel.

Figura 2. Decomposicao do frasco 2

AREAS IGUAIS IMPLICAM VOLUMES IGUAIS?

Este ano letivo, alguns estudantes resolveram analisar ainda o
frasco 3, apesar de ja terem percebido que o frasco 2 era solugdo.
Calcularam as dreas da parte vazia e da parte com liquido e, com
surpresa, afirmaram “mas o frasco 3 também néo esta a meio!”.
A razdo da sua afirmacdo é simples — na figura apresentada, as
areas das partes com e sem liquido ndo sdo iguais. Entdo se as
areas ndo sdo iguais, como poderao sé-lo os volumes das partes
dos frascos correspondentes?

Consideremos uma situacdo mais simples, como a do frasco
1 que é cilindrico. Podemos argumentar que se os retangulos
que decompdem a vista do frasco nas partes vazia e preenchida
(retangulos branco e colorido) sdo congruentes, assim serdo os
respetivos cilindros e, portanto, o frasco esta a meio. Neste caso,
nao ha apenas igualdade na medida das areas, mas também
igualdade de figuras. No entanto, a questdo ndo é assim tdo
simples. Imaginemos que usamos o mesmo retangulo para
formar dois cilindros: o primeiro cilindro é obtido fazendo a
revolucdo em torno de um eixo de simetria do retangulo e o
segundo cilindro é obtido usando o outro eixo, tal como se
mostram as figuras 3 e 4. Teremos o mesmo volume?
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Figura 4

Designemos as medidas do retangulo por a e b. Calculando as
expressdes relativas aos volumes dos dois cilindros obtemos
X g x a para umcaso e zx g x b para outro. Ora, igualando
as expressdes para obtermos os mesmos volumes, resulta
facilmente a conclusao de que a = b, ou seja, s6 para o caso
particular do quadrado é que os volumes dos sélidos gerados
sdo iguais. Significa, portanto, que o facto de as figuras serem
congruentes ndo ¢ condi¢do suficiente para que os volumes
gerados pela revolugdo em torno de um eixo gerem sélidos com
o mesmo volume. Em particular, a mesma conclusio se pode
tirar para duas figuras com a mesma area.

O DESAFIO DA INTUIGAO

A conclusio a que acabamos de chegar nao envolve processos
muito complexos, podendo até ser facilitada com a utilizacdo
de valores especificos. Contudo, néo sé foi surpreendente como
foi dificil de aceitar para muitas estudantes, pelo que deparei-me
com o desafio de procurar “desmontar” esta convicgdo e encontrar
o motivo que nos faz intuir que se as medidas das dreas forem
iguais, os respetivos sélidos também terdo o mesmo volume.
Como referem Martinho e Rocha (2018) num artigo desta revista,
“alguns alunos tendem a tirar conclusdes precipitadas com
base na intui¢do, o que ocorre quando transportam para novas
situacoes um contexto que, apesar de lhe ser alheio, lhes aparece
como logicamente coerente” (p. 35) e referem Stavy e Tirosh
(2000) que explicam que, frequentemente, os alunos usam regras
intuitivas como “mais A — mais B” ou “mesmo A — mesmo B’
Um dos exemplos dado pelas primeiras autoras envolve também
cilindros: “Imaginemos dois cilindros construidos com uma folha
de papel A4 [com a maior dimenséo] ora na horizontal ora na
vertical. Neste caso alguns alunos tendem a considerar que, se a
folha (drea da superficie lateral) é a mesma, entdo o volume dos
cilindros também o sera (regra “mesmo A — mesmo B”)” (p. 35).

No caso que estamos a analisar, aplicar-se-a4 também a regra
“mesmo A — mesmo B, ou seja, mesma drea, mesmo volume.
Haverd alguma razéo légica para crermos nesta regra?

De facto, se pensarmos em dois prismas com igual altura e bases
com a mesma medida de drea, os dois prismas tém o mesmo
volume e 0 mesmo acontece se compararmos um cilindro e um
prisma com bases equivalentes. Na verdade, o mesmo se aplica

a outros sélidos com formas irregulares, mas que mantém a
mesma base e que, quando seccionados por um plano qualquer
paralelo as bases, originam figuras equivalentes. Este resultado
decorre do principio de Cavalieri e a sua compreensdo pode
ser muito facilitada por experiéncias simples, envolvendo
estruturas em camadas (figuras 5 a 8), como ficou patente no
artigo de Cristina Loureiro, no Caderno de Apontamentos de
Geometria da revista 143 (2017). Pensar num paralelepipedo
como sendo a “acumulagdo” em altura de figuras iguais a base,
por impreciso que seja ja que as figuras ndo tém espessura,
ajuda-nos a compreender a férmula do volume do prisma ou
do cilindro e relacionar duas varidveis — a area da base e o
volume do sélido.

Figuras 5, 6, 7 e 8. Estruturas em camadas (Retirado de Loureiro,
2017)

Contudo, esta associagdo em que se aplica a regra “mesma area
— mesmo volume” (desde que as alturas sejam iguais) deixa
de ser vélida para o caso em andlise e, em dltima instancia,
para os nossos frascos. Vejamos porqué recorrendo a diferentes
formas de estruturar mentalmente os sdlidos, tomando como
exemplo um cilindro. De acordo com a perspetiva anterior,
podemos encarar o cilindro como a “acumula¢do” em altura
da circunferéncia da base. Em alternativa, podemos perspetivar
este solido a partir da rotagdo de um retangulo em torno de um
eixo de simetria. No primeiro caso, sempre que seccionamos
o cilindro paralelamente a sua base obtemos circunferéncias
congruentes (figura 9), pelo que se aplica o principio de Cavalieri.
No segundo caso, obtemos retdngulos congruentes quando
seccionamos o cilindro através de planos que contém o eixo
de rotagéo (figura 10), contudo esses planos nao sdo paralelos,
pelo que ndo se aplica o principio de Cavalieri.
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Figura 9

Figura 10

Claro que é possivel que esta abordagem ndo seja suficiente para
abalar a forte intuicdo de que os volumes devem ser sempre
iguais... Se isso acontecer, é sempre possivel recorrer a uma
outra estratégia: colocar a figura do frasco 3 num programa de
geometria dindmica como o GeoGebra (figura 11), identificar
os trés troncos de cone que compdem o frasco e calcular o seu
volume usando uma folha de calculo. E evidente que o resultado
obtido serd um valor aproximado, mas talvez seja o suficiente
para convencer...
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Figura 11

Chegados a esta fase, pode o leitor perguntar-se qual é a minha
“posicdo” sobre a intuicdo. Esta ndo é uma questido estranha.
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Na verdade, como tio bem descrevem Davis e Hersh (1995), a
intui¢do pode ser vista como uma substituta perigosa e ilegitima
para a demonstragdo ou, noutros contextos, pode ser vista como
uma luz inexplicével através da qual alguns felizardos adquirem
conhecimento matematico. Alids, aqueles autores apresentam
uma lista de seis significados atribuidos a intuicdo que mostram
bem estas visdes contraditdrias. Por exemplo, intuitivo é o oposto
de rigoroso, denotando um aspeto negativo, se bem que, como
afirmam, também néo saibamos bem o significado de rigoroso;
intuitivo significa plausivel, algo que é muito valorizado numa
conjetura e que nos leva a avancgar para a demonstracdo; intuitivo
significa visual, o que pode também ser encarado positivamente
porque a componente visual pode atribuir significado (ao
contrdrio do abstrato) ou, pelo contrario, negativamente se
formos levados a tomar como 6bvia uma afirmacio duabia ou
falsa (como a resposta errada relativa ao frasco 3).

Apesar destas visoes contraditdrias, é inegavel o papel da intuicéo
na matematica, como assinalaram matematicos famosos tais
como Hadamard, Steen ou Poincaré (Saraiva, 2008), pelo que é
fundamental o reconhecimento da sua importéncia no ensino.
Esta opcdo levanta duas questdes: Como a desenvolvemos? Que
propostas fazemos aos nossos alunos para mobilizd-la? Para
responder a primeira, voltamos a Davis e Hersh:

Temos intuicdo porque temos representacdes mentais dos
objectos matematicos. Adquirimos estas representagdes, nio
através da memorizagdo de férmulas verbais, mas através de
experiéncias repetidas (a um nivel elementar, experiéncias
de manipulacdo de objetos fisicos; a um nivel avancado,
experiéncias de resolugdo de problemas e descoberta de
coisas por nds proprios) (p. 366).
A segunda pergunta, ouso dar a minha resposta: criamos
situagdes onde a intuicdo seja nossa aliada, mas também
outras que nos desafie ou mesmo que nos engane. Propomos
e, sobretudo, discutimos.
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