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Valorizar o raciocinio espacial no ensino e na
aprendizagem da geometria (e ndo so)

LiNA BRUNHEIRA

Imagine a seguinte situagdo, talvez até ja a tenha vivido. Quer
comprar uma secretdria simples, com gavetas, e decide que
lhe bastara um modelo barato, vendido empacotado e ainda
por montar. Afinal, o que podera correr mal? Chega a casa e
poe mios ao trabalho. Até lhe apetece ignorar as instrugoes
de montagem, mas sabe que é provivel que esta seja uma
m4d opgdo. Decide entdo analisa-las. Tem uma sequéncia de
etapas que comeca com a identificagdo das diferentes partes do
movel, pecas auxiliares, como parafusos e porcas e, ainda, as
ferramentas a usar. Neste momento, tem de fazer corresponder
cada peca a sua representacdo, o que pode ndo ser assim téo
6bvio — afinal o esquema de montagem ¢é uma representacdo
no plano de um objeto 3D, uma relacdo que acarreta alguma
ambiguidade. Na préxima etapa, esta interpretagao do esquema
inclui ainda compreender em que posicdo tem de colocar as
pecas. Serd que o fundo da gaveta tem posicdo prépria ou pode
ser voltado? E a frente da gaveta? Geometricamente falando,
tém simetria de reflexdo ou de rotagdo? Avanga para a ligacdo
das pegas. Agora as instrugdes tém uns “baldes” que parecem
ser ampliacdes de um detalhe, para perceber melhor como deve
colocar os parafusos e rodé-los. Néo é que tenha feito um curso
em bricolage, mas sabe que para tratar os objetos tridimensionais
através da sua representacdo no plano cada drea usa as suas
préprias convengoes, e esta é bastante intuitiva.

Figura 1. Detalhe das instru¢des de montagem de uma secretaria
IKEA®

O seu trabalho vai avangando e monta a secretdria com sucesso.
Parece firme e ndo sobraram pecas. Olhando retrospetivamente
para este processo, que capacidades mobilizou? Possivelmente,
foi necessario interpretar, percecionar, localizar, mover, construir,
acoes que permitiram compreender e transformar. Estas sdo,
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na verdade, algumas das componentes do raciocinio espacial
que aprofundaremos adiante.

RACIOCINIO ESPACIAL, DE QUE FALAMOS?

O conceito de raciocinio espacial ndo é novo, mas é certamente
um conceito que estd a merecer uma nova atencdo. Na tentativa
de procurar uma definicdo, encontramos vdrias ligacdes a
visualizagdo e algumas das dificuldades que ja identificivamos
neste conceito, como o uso de varios termos ou expressdes (entre
os quais “raciocinio visual’, “pensamento espacial’, “imagens
mentais’, “espaciais’, “visuais’, etc.) que pretendem significar algo
parecido e que tém em comum a atividade de imaginar objetos
estaticos ou dindmicos e atuar sobre eles (por exemplo, rodar,
aumentar, etc.) (Gutiérrez 1996; Sinclair et al., 2016), gerando
uma “confusdo” que reflete a coexisténcia de diferentes dreas
de investigacdo que se dedicam ao estudo da visualizagdo, entre
elas a educagdo matematica e a psicologia e, neste tltimo caso,
com diferencas entre as abordagens dos psicélogos de educagido
e 0s cognitivistas.

Apesar de alguns autores encararem a visualizagdo explicitamente
como uma forma de raciocinio (Gutierrez, 1996) ou de “fazer
matemadtica” (Presmeg, 2006), tirando partido de processos
de construgdo e transformacao de imagens visuais e mentais,
bem como de representagoes de natureza espacial, atualmente
existe alguma literatura que distingue raciocinio espacial de
visualizagdo.

No ambito da investigacdo em educacdo matematica, o estudo
da visualizagdo néo é recente mas, como referi, o cruzamento de
varias dreas nem sempre tem contribuido para a sua clarificagdo
ou valorizacgdo. Ja o conceito de raciocinio espacial é muito
mais recente e, de certa forma, ainda pouco explorado. Talvez
o primeiro aspeto que merece ser assinalado a seu respeito é
que o conceito de raciocinio espacial apresenta-se enfatizando,
na sua propria denominagdo, que se trata de uma forma de
raciocinio. E essa a perspetiva do grupo de investigacio Spatial
Reasoning Study Group' (SRSG) (Davis, Okamoto & Whiteley,
2015), que sublinha que o raciocinio espacial é mais do que a

1O SRSG é um grupo multidisciplinar de investigadores norte-americanos
na drea da Educacdo Matemdtica, Matematica e Psicologia que participam
num projeto de investigacao sediado na Universidade de Calgary, no Canada,
dedicado ao raciocinio espacial.
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percecdo espacial (muitas vezes enganadora e motivo frequente
de desvalorizacéo da visualiza¢io) e que é importante manter
um foco na ideia de raciocinio.

Os objetivos deste grupo de trabalho incluem avangar na
compreensio da caracterizacdo do raciocinio espacial. Trata-
se de uma tarefa complexa pois, no seu entender, o raciocinio
espacial ndo pode ser entendido apenas reduzindo-o aos seus
componentes e estes ndo devem ser considerados isoladamente.
Néao obstante, o grupo elenca um conjunto de categorias,
cada uma envolvendo virias componentes, que evidenciam
qualidades criticas do raciocinio espacial. Estas categorias
(interpretar, (des)construir, alterar, mover, localizar, percecionar)
sdo apresentadas num diagrama (aqui simplificado na figura 2)
que as associa preferencialmente a atividade de compreender (que
consideram ter uma natureza mais “mental”) ou de transformar
(tendencialmente mais “fisica”), apesar de nédo estabelecer uma
fronteira que as separe claramente.

Compreendendo Transformando

. Des .
Percecionar Interpretar (Des) . Alterar Mover Localizar
Construir
Assumir uma | Fazer De/Recompor| Ampliar Deslizar Mudar de
perspetiva  |diagramas . dimensao
(Des) Reduzir Rodar
Visualizar Modelar Empacotar . Localizar
Distorcer Refletir
Imaginar Identificar | (Re)arranjar - Orientar
simetria Dobrar Equilibrar
Tatear Seccionar
Comparar .
Encaixar
Relacionar

Figura 2. Componentes do raciocinio espacial. Adaptado de Davis
et al. (2015, p. 141)

Sem pretender analisar todas as componentes e subcomponentes,
cabem aqui alguns comentarios. Em primeiro lugar, assinalar
que visualizar é uma subcomponente de percecionar, o que nos
recorda que o raciocinio espacial ndo depende apenas do sentido
da visdo (e, assim, ndo serd adequado tornd-lo sinénimo de
raciocinio visual) e que hd outras formas de nos apropriarmos do
espaco. De facto, além do préprio tato, também aqui reconhecido,
hd mobilizacdo do raciocinio espacial que ndo depende de
nenhum sentido, como podemos perceber nalgumas situagdes
que envolvem orientacdo. Em segundo lugar, o interpretar é algo
que sabemos estar presente na resolucdo de qualquer tarefa,
mas que aqui surge como algo mais especifico, envolvendo
ideias espaciais (por exemplo, como é que interpretamos um
paralelogramo obliquangulo se for uma representagdo de uma
figura no espago 2D ou 3D?). Em terceiro, estas categorias ndo
sdo estanques, pois é evidente que existem pontos de contacto
nalguns casos (por exemplo, o dobrar, da categoria alterar, pode
estar ligado ao identificar a simetria, da categoria interpretar).
Finalmente, estd implicita a ideia de que as a¢des envolvidas
em cada componente ndo sdo estritamente mentais, tal como
defende Gutiérrez (1996) quando fala de visualizagéo.

A MOBILIZACAO DO RACIOCINIO ESPACIAL — UM EXEMPLO
PARA REFLETIR

O exemplo que apresento, e que tem por base a tarefa publicada
na secgdo Materiais para a Aula de Matemadtica deste nimero da
revista, parte do contexto da formacéo inicial de educadores de
infancia e professores do 1.° e 2.° ciclos do ensino basico, mais
precisamente de uma Licenciatura em Educacdo Basica (LEB).
Trata-se de um problema proposto na unidade curricular de
Geometria, que integra o 2.° ano do plano de estudos. Apesar
de se referir a objetos tridimensionais, este é essencialmente um
problema do plano. Note-se que também aqui se aplica a nogédo
de raciocinio espacial, ja que “espacial” ndo é sinénimo de espaco
3D, incluindo também outros espagos, particularmente 2D.

Este problema foi resolvido em grupos com o maximo de cinco
elementos. Tomemos por referéncia uma das turmas em que
surgiram 7 resolugoes diferentes, correspondentes aos 7 grupos
existentes. A excecio de uma resolucdo incompreensivel, as 6
estratégias seguidas podem ser organizadas da seguinte forma:

Tabela 1. Tipos de resolugdes do problema “Frascos de perfumes”

Fundamento da Operagoes Correcao
resoluciao realizadas
Recorre a

decomposicao da figura
e a simetria (1)

Resolugao exata
Com base nas relagoes
espaciais fornecidas

Recorre a
decomposicio e
recomposi¢io (1)

Resolugao por
aproximacao

Com base em relagoes

percecionadas Observagio (1)

Resolugao sem sucesso

Obtencdo das medidas Resolugao por

Com base em relagoes
métricas

Recurso a férmula de
volume do tronco do

aproximacao com
sucesso (2)

Resolugio sem

cone (3) sucesso (1)

A primeira resolucdo que apresento (figura 3) diz respeito ao
grupo cuja estratégia assenta, essencialmente, na percecio. Sobre
o frasco do meio, argumentam que o “volume da parte de baixo
¢ maior do que o volume da parte de cima” referindo-se aos
dois troncos de cone que compdem o frasco. Efetivamente,
essa afirmacdo é verdadeira porque os dois trapézios que os
representam tém as mesmas bases, logo o que tem maior
altura tem maior drea. Contudo, o grupo ndo sustenta a sua
afirmagdo em qualquer argumento a néo ser a observagao, tal
como referem. Além disso, o liquido ndo ocupa todo o tronco “de
baixo” e acaba por ocupar até menos de metade da capacidade
do frasco, ao contrério do que o grupo sugere quando afirma
que “o liquido estd a mais de metade da figura” Desta forma,
apesar de ser o frasco 2 que ndo estd a meio, a resolugdo do
grupo esta incorreta.
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Figura 3. Excerto da resolu¢do do problema “Frascos de perfume”
com base na perce¢do

Ainda sobre a resolu¢io apresentada anteriormente, e tendo em
consideracdo a caracterizacio do SRSG (2015), podemos afirmar
que as agdes que o grupo realiza se enquadram nas categorias
(des)construir e percecionar, pois fazem uma decomposi¢io
da segunda figura da tarefa (frasco do meio) para, através da
visualizagdo, chegarem a resposta. Contudo, a visualiza¢do néo
se apoia em propriedades da figura, pelo que o grupo néo é
bem-sucedido.

A préxima resolucao (figura 4) é de um dos grupos que efetuou
medicoes das representacoes dos frascos 2 e 3 e utilizou-as para
calcular o volume dos trés troncos de cones representados em
cada uma (um tépico nio tratado na unidade curricular). Todos
os célculos estdo corretos e o grupo conclui que, no frasco 2, o
volume do tronco 3 é inferior a soma dos volumes dos troncos
1e2,logo o frasco ndo “estd a meio”
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Figura 4. Excerto da resolugdo do problema “Frascos de perfume”
usando relagdes métricas

Sobre esta resolugéo, saliento dois aspetos. Por um lado, o grupo
utiliza valores que néo sdo fornecidos no problema e sdo obtidos
por medicdo, o que ndo é um procedimento habitualmente
aceitavel. Neste caso, as representacdes dos frascos ndo séo
meramente ilustrativas e a sua forma e dimensdo contém
dados. Por esse motivo, a obtencdo de medi¢des conduz-nos
potencialmente a uma resposta correta (como aconteceu), muito
embora seja sempre uma resposta por aproximacao. Por outro
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lado, salienta-se que os dois grupos que usaram esta estratégia
ndo identificaram que uma estratégia analoga poderia ser usada
de forma mais simples, calculando as dreas dos trapézios. De
facto, este é um problema do espaco 3D que se reduz a um
problema do espaco 2D, ja que se supde que o frasco corresponde
ao sélido obtido quando a figura apresentada efetua uma rotacao
completa sobre o seu eixo de simetria.

Desta forma, tendo em conta as componentes de raciocinio
espacial propostas pelo SRSG (2015),
particularmente a mobilizacdo da componente (des)construir,

identificamos

através da decomposicao em figuras para o calculo dos volumes e
da componente interpretar, ao relacionar as medidas das figuras
2D com os pardmetros do calculo do volume de figuras 3D.

Na terceira resolugéo que apresento (figura 5), o grupo recorreu
a decomposic¢do e recomposicdo de figuras. Comecaram por
simplificar o problema, reduzindo a andlise da representagio
do frasco 2 a andlise dos dois tridngulos “laterais’, j4 que o
retangulo central do frasco é equivalente ao frasco 1, para o
qual ja haviam argumentado que se encontra a meio. De seguida,
colocaram um tridngulo congruente a C na parte vazia do frasco
e decompuseram-no nos tridngulos A e B que cabem, como
mostra a figura, dentro dessa parte, sobrando algum espaco.
Concluem assim que este frasco ndo se encontra a meio mas,
mais uma vez, trata-se de uma resolugdo por aproximagao.
Para ver qual dos frascos n&o se encontrava a meio, primeiramente o grupo
decidiu repartir cada uma das figuras (figura 2 e 3) como se encontra a figura 1, ou
seja, um retangulo ao alto. De seguida, dividiu-se as figuras em formas geométricas,
na parte onde se encontrava o liquido e depois na outra parte, colocamos essas
mesmas figuras para ver se preenchia o espaco.
Assim, na figura 2 é possivel visualizar que o frasco de perfume nio se

encontra a meio, uma vez que, apés a colocagéo das formas geométricas este néo
se encontrava totalmente preenchido.
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Figura 5. Excerto? da resolucdo do problema “Frascos de perfume”
usando composi¢do e recomposicio de figuras

Desta forma, podemos considerar que esta resolucdo envolve
raciocinio espacial relativo a categoria (des)construir porque
assenta sobretudo na decomposigio e recomposigao de figuras,
bem como interpretar quando efetuam a comparacéo.

Finalmente, apresentamos a Gnica resolu¢io exata apresentada
nesta turma. O grupo faz um relato do processo vivido, incluindo
as tentativas infrutiferas (figura 6). A estratégia que acabou por

“Na imagem, as letras foram introduzidas pela autora para melhor compreensao
da resolugéo
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ser seguida surge de uma experiéncia em que tracam segmentos
ainda sem conhecer o seu proveito:

Dividimos, deste modo, o hexagono irregular em varias partes, que
s&0, por sua vez, poligonos: Retangulos, tridangulos e trapézios. No
entanto, ndo chegamos a nenhuma conclusao e, por isso, decidimos
continuar a explorar a figura, tragcando segmentos de reta.

Se o frasco é composto, ainda, por uma area que corresponde aos
tridngulos a amarelo e como essa parte do frasco se encontra vazia,
entdo, o frasco tem mais espaco vazio do que cheio.
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Figura 6. Excerto da resolugdo do problema “Frascos de perfume”
recorrendo & decomposicdo e simetria

A resolugao do grupo assenta assim na simetria do hexdgono
encontrado que, embora nido expressem, estd garantida pela
igualdade da base e topo do frasco e pelo facto de o liquido
estar a metade da altura. Neste caso, o raciocinio espacial é mais
complexo que nos restantes: envolve alterar, quando incluem
novos elementos na figura (os segmentos FA e CB); percecionar,
quando visualizam o novo hexdgono que surge na figura e a
sua simetria; (des)construir, quando decompdem o frasco nas
partes branca, azul e amarela®; e interpretar, quando comparam
as areas da parte com liquido e sem liquido, chegando assim a
conclusdo que o frasco tem menos de metade do perfume. Trata-
se de uma resolucio eficiente e eficaz, aparentemente simples,
mas que envolve védrias componentes do raciocinio espacial
e que constitui um exemplo de como este tipo de raciocinio
pode ser proficuo.

RACIOCINIO ESPACIAL, SO EM GEOMETRIA?

Todos os exemplos apresentados até aqui sdo do campo da
geometria. No entanto, podemos questionar: Nao hd raciocinio
espacial noutros campos da matematica? E fora da matematica?

Como referem Goldenberg, Cuoco e Mark (1998), o raciocinio
espacial constitui, para muitos alunos, um ponto de acesso, uma
primeira oportunidade de participar na atividade matemadtica.
Mais ainda, Whiteley et al. (2015) referem estudos que revelam
uma correlagdo positiva entre a capacidade de raciocinar
espacialmente e o desempenho em matemdtica, mesmo no
campo dos nimeros e, de uma maneira mais geral, nas disciplinas
STEM (Science, Technology, Engineering and Mathematics).

De facto, sdo varios os conceitos de outros campos da matemadtica
cuja compreenséo pode ser aprofundada quando suportada em
relagdes espaciais: a relagdo parte-todo e unidade de referéncia
no campo dos nimeros racionais (figura 7), a média aritmética

3 Na versao impressa do artigo, correspondem as partes branca, cinzenta escura
e cinzenta clara, respetivamente.

(figura 8) na estatistica, ou os casos notaveis da multiplicacdo
na dlgebra, (figura 9) sdo apenas alguns exemplos.

Figura 7. Figuras de suporte para a discussdo da unidade de
referéncia. Retirado de Veloso, G. (2017)

inés Sars Rzl André &z

Figura 8. Representacdo grafica da média como distribui¢do
equitativa dos dados. Retirado de Gregério, M. (2014)
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Figura 9. Representacdo geométrica do quadrado de um bindmio

Além da matematica, sdo também intimeros os exemplos de
outras dreas cientificas que requerem a mobilizacio do raciocinio
espacial, de dreas artisticas com predominéncia para as artes
visuais, e no nosso quotidiano, como vimos no inicio deste artigo.

CONCLUINDO...

Sdo muitas as razdes para valorizar o raciocinio espacial na
matematica e noutros dominios. Os exemplos que apresentei
ilustram, particularmente no caso da geometria, como o
raciocinio espacial pode desempenhar um papel relevante.
O SRSG (2015) vai mais longe, afirmando que é necessario
“espacializar o curriculo’; na medida em que o desenvolvimento
do raciocinio espacial potencia a compreensio de muitos
conceitos e procedimentos e promove a resolugdo de problemas.
De facto, cada vez mais estamos imersos em ambientes em que
a informacéo estd compactada na forma visual, sendo dirigida
tanto a adultos como a criangas. Valorizar o raciocinio espacial
significa, por um lado, tirar proveito desses ambientes e, por
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FRASCOS DE PERFUME

As embalagens dos produtos de consumo corrente nio sao ingénuas. O design, os tamanhos e as dimensoes, o nome
e texto associado sdo aspetos fundamentais. E basta comparar embalagens antigas com embalagens recentes para ver
como o marketing das embalagens evoluiu.

Algumas embalagens sdo mesmo pensadas para enganar o consumidor. Durante muito anos, usei um perfume cujo
frasco era bastante enganador. Quando o liquido estava a meio da altura, j& a quantidade de perfume no frasco estava
a muito menos de meio. Foi esta situagdo que inspirou a criagdo deste problema a que chamei Frascos de perfume. Os
frascos parecidos com os da figura 2 sdo muito usados na inddstria de perfumes, pois criam a ilusdo de que o perfume
estd a durar muito mais tempo do que realmente acontece.

Esta proposta de tarefa para a aula de matemadtica tem varios objetivos. Um, obviamente, é a resolugéo do problema.
E um problema de comparacio de volumes, que aponta para a observacio das formas e anélise das relacdes entre as
medidas dos objetos envolvidos. Além disso, proporciona vérias estratégias de resolugao.

Este problema foi proposto aos alunos de Geometria da Licenciatura em Educacédo Basica da ESE de Lisboa. A discusséo
de resolugoes apresentadas por esses alunos é desenvolvida pela Lina Brunheira num artigo publicado nesta revista.
Do ponto de vista da aprendizagem, este ¢ um problema desafiante para construir um modelo dindmico que permita
simular o volume total do frasco e a variagdo da quantidade de liquido em fun¢éo da variagdo das dimensoes e da altura
do liquido. Também é interessante fazer experiéncias com frascos reais. E com criancas mais pequenas as representacoes
dinadmicas podem ser usadas para fazer discussoes interessantes.

Mas h4 ainda um outro objetivo de natureza totalmente diferente. E o objetivo de desenvolvimento da nossa capacidade
de observar o que nos rodeia e de problematizar muitas situagoes que vivemos no dia a dia. Afinal de contas quantas
embalagens sdo concebidas para nos criar ilusdes? Ainda uso este perfume, e até ja pensei em pedir um patrocinio a
empresa que o produz para realizar um projeto sobre embalagens.
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