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Associa-se normalmente a ideia de criatividade as artes (um
musico é criativo, um poeta é criativo, um pintor ...), deixando-
se de fora desse universo ciéncias como a matematica, a que se
associa o rigor e os nimeros. Como se estes excluissem aquela...

Partindo desta constatacéo, refletimos sobre o modo como a
musica e a poesia precisam de e usam os nimeros — e neste
caso, notdmos a coincidéncia do 5, do 7 e do 12 — e como o
pensamento matematico é por natureza criativo.

ESCOLA PITAGORICA

Como sabemos, os Pitagoricos estudavam geometria, aritmética,
astronomia e musica.

Pitagoras, assim como Orfeu, compunha e tocava lira desde
muito jovem. E a musica, para ele, tinha vérias finalidades,
inclusive pedagogicas: a purificacdo da mente, a cura de doengas,
o dominio da raiva e da agressividade do homem, dentre outras
coisas. Com o auxilio da musica, criava um ambiente de
harmonia e tranquilidade para passar os seus ensinamentos aos
discipulos. A musica é constituida basicamente de uma sucesséao
de sons e siléncio organizada ao longo do tempo, sendo os trés
elementos principais de uma composi¢do musical a melodia,
a harmonia e o ritmo.

Pitdgoras, ao que tudo indica, estava interessado em entender
aquilo que hoje se denomina harmonia. Por outras palavras,
pode-se dizer que os seus estudos consistiam em descobrir que
combinagdes de sons eram agradéveis aos ouvidos.

SONS E MATEMATICA

Uma corda (esticada em linha reta entre dois suportes fisicos)
pode vibrar de muitas maneiras diferentes, dependendo da
maneira como é puxada. O tom do som é determinado pela
frequéncia da vibragdo — o ritmo ao qual a corda se desloca de
um lado para o outro — e assim a mesma corda pode vibrar com
frequéncias diferentes. E Pitagoras, com as suas experiéncias no
monocordio, mostrou que o tom depende da posi¢ao dos nés —
os tais pontos ao longo da corda que se mantém fixos — e que
os tons dos sons obtidos se traduziam em relagcdes numéricas
simples. Dai a designacdo em matematica de média harménica.

O som produzido pela corda solta/inteira era 0 mesmo que o
produzido pressionando a meio da corda (figura 1), mas mais

ABRIL ::

agudo, conhecido como oitava de um som (na escala atual esta
é a oitava nota).
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Figura 1. O Monocérdio

Se colocarmos o dedo a um terco da corda estamos a criar dois
nos (o outro posicionado a dois tercos da corda) e isto produzird
uma nota ainda mais alta (nota em intervalo de quinta na razao
de 3 para 2) (figura 2). Note-se que Pitagoras verificou que
a frequéncia da nota tem uma relagdo de proporcionalidade
inversa com o comprimento da corda associado a essa nota
(razdo de 2 para 3).

i
i
Figura 2

Também se pode obter uma nota em intervalo de quarta (na
razdo de 4 para 3, considerando 4 nés).

Figura 3

O monocdrdio, ao ser tocado na modalidade ‘corda solta, isto
é, presa apenas pelas extremidades, produzia um som, uma
nota musical que serviria de referéncia para que se pudesse
determinar as outras. As notas encontradas foram determinadas
a partir de propor¢des numéricas bem definidas':

! Pereira, M.C. (2013). Matemética e Musica-De Pitdgoras aos dias
de hoje. Em: http://www2.unirio.br/unirio/ccet/profmat/tcc/2011/
matematica-e-musica-de-pitagoras-aos-dias-de-hoje
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1.A Toénica (primeira nota de uma escala), de razdo 1:1

—» comprimento da corda c
2.A Oitava, de razdo 1:2 =» comprimento c/2
3.A Quinta, de razdo 2:3 =

4. A Quarta, de razdo 3:4 -

comprimento 2¢/3
comprimento 3c/4

Estava encontrada a primeira escala musical formada por quatro
sons descobertos por Pitdgoras, que hoje representam a 1.3, a
8.2, a 5.2 e a 4.2 notas na escala atual (d4,, ré,, mi,, fa,, sol;, la,,
siy, d6,)™

Talvez tenha sido a primeira no¢io de acorde, que, por definicio,
¢ a reproducdo de um grupo de notas ao mesmo tempo.

1 1
T2 Ao comparar estas fragoes
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verificamos que:

9 é a média aritmética entre 6 e 12: 712 _¢g
p ’1s . 2 2 12
8 é amédia harmonica entre 6 e 12: T =2x?:2><4=8
L
6 12 12 12
. 6 9
6,8, 9 e 12 formam uma proporgéo: PR (6x12=8x9)

Este principio é o mesmo que ocorre em qualquer instrumento
de corda. As variagoes de frequéncia sonora a partir das
propor¢des das cordas possibilitaram o surgimento de uma
escala diatonica pitagérica de sete sons harmdnicos, utilizando
a chamada consonancia pitagorica.

ESCALAS MUSICAIS DE 5 E7 NOTAS

Partindo da experiéncia de Pitdgoras, a maneira bastante
utilizada por musicos em todo o mundo foi criar uma escala
que se baseia na sucessido de quintas, denominado Ciclo das
Quintas, ou seja, é formada multiplicando a frequéncia do som
anterior pela razdo 3:2. Tomando o comprimento da corda como
a unidade, que corresponde ao som do DO, o som seguinte
corresponde ao comprimento de corda de 2/3 da corda inicial,
nota que foi designada por SOL (figura 4).

DO (1/1)

SOL (2/3)= quinta de DO
RE (2/3 de 2/3) # quinta de SOL+RF,

Figura 4
Ora a quinta da nota SOL corresponde a um comprimento da
corda de 4/9 (2/3 de 2/3) da corda inicial, logo esta nota estd na
2.2 oitava (g < %), dai a designacdo de RE,, tem de se transpor

para a nota equivalente nos limites da 1.2 oitava (figura 5), o que
se consegue multiplicando por dois.

2 iz . . ~ .

No tempo de Pitdgoras, as notas musicais nao tinham estes nomes,
nem eram utilizadas as designagoes oitava, quinta, etc. Estas surgem
em funcio da escala atual.
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49 12 23 89 11
1 1
RE> DO, sé)Ll RE, DO,
Figura 5
Continuando o ciclo das quintas, obtemos a nota LA, (figura
. . o 2 8 16
6) que éaquintadeRE, = Zx = =—
) E "T379 27
112 1627 %3 89 11
1 1 1
DO, I!A, SOL, RIE DO,
Figura 6
.2 16 32
Continuando: Quintade LA;= - x —=— => M,
3 27 81
32

2.1 , a nota equivalente

Esta nota estd na 2.* oitava pois
. 81 2 .
na 1.2 oitava (figura 7) corresponde ao comprimento de corda

1w 2_% 5 oM,
81 81
12 1627 23 6481 89 11
I, 1 1 I, I,
DO; LA, SOL; ML RE; DO,
Figura 7
. . . N 2 64 128
E ainda o ciclo das quintas leva-nos a nota SI: =x— =—— ntimero
. o 1 (1 128 381 243
muito proximo de - |-=-—
2 \2 256

Devido a sua proximidade da nota DO,, nio soavam muito bem
tocadas juntas, pelo que foi inicialmente desprezada, obtendo-
se a escala de 5 sons, designada por escala pentaténica:

DO, RE, ML, SOL, LA

Tendo em conta a relagio de proporcionalidade inversa entre a
frequéncia da nota e o comprimento da corda associada, obtém-
se a tabela de frequéncias das cinco notas da escala (tabela 1).

Tabela 1. Notas e suas frequéncias numa escala pentaténica

nota DO RE MI SOL | LA | DO,

9 81 3 27
gf af Ef Ef 2f

frequéncia f

Se gosta de musica dos anos 60, pode recordar os Temptations, em
“My girl” como exemplo de utilizagdo de uma escala pentaténica

em: https://youtu.be/uCcNcHx2DpY

Observando a harpa pentaténica (figura 8), verifica-se que tem
dois grandes espacos: um entre as cordas 3 e 4 e outro entre
as cordas 5 e 6.
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COMPRIMENTO RELATIVO Era preciso
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Figura 8. Harpa pentaténica

A nota FA da escala de Pitdgoras (a quarta, correspondendo a
3/4 do comprimento da corda) fica entre as cordas 3 e 4. Para
preencher a lacuna entre as cordas 5 e 6 escolhe-se a de menor
comprimento (corresponde & nota SI) porque dd uma frequéncia
1g da frequéncia da corda mais longa.

Obtém-se a escala diaténica pitagdrica de sete sons (escala
heptatdnica) (figura9):

DO, RE, ML, FA, SOL, LA, SI
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Figura 9. Escala heptatonica

O NUMERO 7 NA POESIA...

Chegados as 7 notas da escala heptatdnica, é altura de pensar
um pouco sobre a poesia. Nao a poesia no sentido daquilo que,
por ser belo ou ideal, desperta emo¢des, mas a poesia como
matéria sonora, isto é, uma sucessao de sons, uma determinada
organizacgdo ritmica das palavras, dispostas em versos. A poesia
que é também musicalidade, ritmo, métrica, quer dizer, medida.
E quem diz medida, diz contagem e nimeros.

ABRIL ::

Quem acentua muito bem a importancia da medida na poesia
¢ o grande poeta simbolista francés, Paul Verlaine (figura 10),
que, na sua Arte Poética, define a poesia como musica acima
de tudo, e aconselha mesmo a utilizagdo do verso impar (que
no seu caso é o de 9 silabas), “mais vago e soltvel no ar/ sem
nada nele que pese ou que pouse”.. O poema comeca assim:

De la musique avant toute chose,
Et pour cela préfére I'Impair
Plus vague et plus soluble dans
lair,

Sans rien em lui qui pése ou qui
pose.

Figura 10. E. Carriere, Retrato
de Verlaine

A medida que na poesia portuguesa é, por assim dizer, a mais
“natural” é o verso de 7 silabas, a redondilha maior. E este o verso
que encontramos predominantemente em quadras populares,
é esta a “musica” (para a qual também contribui a posi¢io das
silabas acentuadas ao longo de cada verso, nio aleatdria) que
mais espontaneamente surge em portugués. Encontramo-la nas
quadras populares como, por exemplo, esta, de um lengo de

namorados (figura 11), uma tradicdo minhota:

‘ﬂ&y»l O unogd
b N eQm“‘m.’ e alnin
M fared

A/qui/ tens/ meu/ cu/ra/¢do
E a chabe pré abrir

Num tenho mais que te dar
Nem tu mais que me pedir.

Figura 11

Também o primeiro poema que conhecemos de Fernando
Pessoa, feito ainda menino e intitulado A minha mamad, tem
a mesma medida:

Eis/-me a/qui/ em/ Por/tu/gal

Nas terras onde eu nasci

Por muito que goste dela

Ainda gosto mais de ti.
Mais tarde, o grande Pessoa (figura 12) continua a medir as
7 silabas (sempre contadas sé até a tltima silaba ténica) e, na
edigao das suas obras pela Editora Atica, um dos volumes chama-
se precisamente Quadras ao Gosto Popular. Al podemos ler,
por exemplo:
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Cantigas de portugueses

Sdo como barcos no mar

Védo de uma alma para outra
Com risco de naufragar.

Figura 12. Almada Negreiros,
Retrato de Fernando Pessoa,
1964

Na verdade, a utilizacdo da redondilha maior vem de trds. No
Cancioneiro Geral (figura 13), primeira coletanea impressa de
poesia portuguesa, dos séculos XV e X VI, publicado por Garcia
de Resende em 1516, sdo muitos os poemas com esta medida.
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Figura 13. Cancioneiro Geral de Garcia de Resende, 1516

Um dos mais conhecidos é a Cantiga Partindo-se, em que o
poeta, Jodo Roiz de Castelo Branco, exprimindo embora de
forma criativa um pungente sentimento de tristeza, ndo deixa
de contar rigorosamente as 7 sflabas:

Senhora, partem tdo tristes
meus olhos por vés, meu bem,
que nunca tao tristes vistes
outros nenhuns por minguaém.

Tdo tristes, tdo saudosos,

tdo doentes da partida,

tdo cansados, tdo chorosos,
da morte mais desejosos

cem mil vezes que da vida.
Partem tdo tristes os tristes,
tdo fora d’ esperar bem,

que nunca tdo tristes vistes
outros nenhuns por ninguém.

Pode ouvir esta Cantiga interpretada por Amalia Rodrigues, com
musica de Alain Oulman, em https://youtu.be/oNIgGjsUBO4
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Mas tal como nas escalas pitagoricas aparecem os ntimeros 5 e 7,
também a redondilha maior de 7 silabas aparece acompanhada
da redondilha menor, de 5. Encontramos muitos exemplos no
Cancioneiro Geral e também no grande Camdes, como, por
exemplo, esta Cantiga:

a este mote alheio
Verdes sdo os campos
de cor do limdo
assi sdo os olhos
do meu coragdo.

Voltas
Campo, que te estendes
com verdura bela;
ovelhas que nela
vosso pasto tendes,
dervas vos mantendes
que traz o verdo,
e eu das lembrangas
do meu coragdo.

Gado, que pasceis
co contentamento,
vosso mantimento
ndo no entendeis:
isso que comeis

ndo sdo ervas, nao:
sdo gragas dos olhos
do meu coragdo.

Assim, se 0 poeta ¢ criativo na escolha do interlocutor (o campo
e as ovelhas) e nas imagens que nos oferece (as ervas tornam-se
arecordacdo, que lhe dd vida, da amada ausente, e até deixam de
ser ervas, mas emanacao dos olhos verdes dela), ele ndo perde
o sentido do rigor da medida exata dos seus versos.

Pode ouvir esta Cantiga musicada e cantada por José Afonso em https://
youtu.be/WgZTWZligHE

... EFINALMENTE O NUMERO 12

Mas nem todos os poetas gostam da mesma medida. Para Cesario
Verde, nao hd nada como o dificil alexandrino bem medido.
No poema Contrariedades, em que exprime um angustiado
mal-estar, queixando-se de estar “cruel, frenético, exigente’, de
amar “insensatamente os acidos, os gumes e os angulos agudos’,
mantém, no entanto, o foco na contagem exata das 12 silabas
dos 3 primeiros versos de cada uma das 17 quadras, sendo que
0 4.° verso mede apenas 6 silabas, rigorosamente metade dos
anteriores. Ele préprio se refere a essa operacgdo, na qual se
apura, no final de uma das estrofes:

E a/pu/ro/-me em/ lan/car/, o/ri/gi/nais/ e e/xa/tos,
Os/ meus/ a/le/xan/dri/nos...

EDUCAGCAO E MATEMATICA



ESCALA TEMPERADA (ESCALA CROMATICA)

Também na musica nos aparece o nimero 12. O sistema de
escala ocidental, que se designa por “temperamento igual’, foi
desenvolvida na Europa na segunda metade do séc. XVIII e ainda
hoje é usada, para quase toda a musica jazz, folk, rock e classica,
embora os matematicos se tenham comecgado a debrugar sobre
a questao da divisdo da oitava em intervalos iguais no inicio
do séc. XVIL Galileu e Chu Tsai-Yu, com um ano de diferenca
(desconhecendo o trabalho de cada um, nio tinham as redes
linkedin ou research gate para partilhar ...) desenvolveram a
escala temperada, mas ignorados durante um século®.

Ja referimos que soam bem juntas duas notas separadas por uma
oitava. No entanto e, por um lado, a oitava foi considerada um
intervalo musical muito grande porque uma voz de canto nio
treinada s consegue abranger um par de oitavas?. Por outro lado,
os ocidentais ji tinham constatado que as notas DO, e Sl eram
muito préximas uma da outra e entre DO e RE, por exemplo,
precisaria existir uma nota intermédia, pois a distancia entre
DO e RE (um tom) era maior que a distancia entre SI e DO,
(um meio tom). Decidiram criar uma escala mais abrangente.
Nessa escala, todas as notas deveriam ter a mesma distancia
umas das outras. E essa distincia deveria ser aproximadamente
o intervalo que havia entre DO, e SI (um meio tom).

Dai a necessidade sentida de dividir a oitava em intervalos mais
pequenos que também permitisse comecar uma melodia em
qualquer nota.

Por meio da andlise das frequéncias, verificou-se que o quociente
entre a frequéncia da nota DO, e a frequéncia da nota SI era
Jpo,  261,6Hz
fa, 246,9Hz

Era este o valor do intervalo musical desejado entre cada par

aproximadamente 1,0595383 [ =1, 0595383}

de notas.

Seriam precisas mais 5 notas, o que perfaz 12. Mas porqué
mais 5? Porqué 12?

Se considerarmos a frequéncia da nota DO, a nossa unidade
de partida (1), teremos de ir multiplicando sucessivamente por
1,0595383, até obtermos a frequéncia da nota DO, (uma oitava
acima), ou seja, 2.

1x1,0595383 x1,0595383 x 1,0595383 x 1,0595383 x .... = 2

Estamos perante uma progressio geométrica de razao 1,0595383,
ou seja, procuramos o nimero n tal que 1x1,0595383"= 2

‘DC) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

‘ 1 [1,0595/1,1225/1,1893 |1,2601|1,3351 | 1.4145 |1,4987 1.5879|1.6824|1.7825|1.8885| 2.001

1,059538312 ~2  donde 1,0595383 ~%/2

® Powell. J. (2012). Como funciona a Musica. Lisboa: Editorial Bizancio

ABRIL ::

Chega-se assim a conclusdo que a escala temperada tera de
ter 12 notas.

As cinco notas inseridas sdo, no sentido ascendente, designadas
por sustenido (#) e no sentido descendente por bemol (b) (figura
14). Por exemplo Fé sustenido, representa-se por Fa# e Si bemol
por Sib.

DO # ou Réb
RE # ou Mib

FA # ou Solb
SOL # ou Lab

ol LA #ou Sib
. DO # ou Réb
RE Ml RE # ou Mib
[ FA sl FA # ou Solb
\.QN; ot SOL # ou Léb
- \; O Bl LA # ou Sib
5 I~ Do
9 RE | mi sqQLY |,
\:M LA S| DO
XXX

: JJ 0600000000000 000dDG b d “h»(g}

Figura 14. Harpa de duas oitavas com todas as notas designadas

Bach, um génio da musica barroca e um entusiasta do novo
temperamento, foi, por assim dizer, o grande difusor da nova
escala. A partir de sua morte, o Ocidente rendeu-se ao novo
sistema de afinacéo.

A sua célebre obra Cravo Bem temperado, um conjunto de 48 preludios
e fugas que exploram todas as tonalidades possiveis, ¢ um bom exemplo
do uso desta escala, bem como a Tocata e Fuga em ré menor que se
pode ouvir em https://youtu.be/ipzR9bhei_o
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