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Desde os primérdios da civilizacdo, os mapas aparecem
como uma forma de comunicacgéo entre pessoas. Hoje eles
estdo presentes em toda parte: na Internet, no telemével, em
GPS, jornais e livros didaticos, entre outros. Neste artigo,
apresentaremos alguns aspetos geométricos da cartografia —
ou a arte de fazer mapas — que, em geral, ndo sdo trabalhados
nas aulas de geografia, nem de matematica.

A grande dificuldade apresentada na construcgéo de um mapa é o
facto de uma superficie esférica ndo poder ser representada em
um plano sem que haja alguma deformacéo. Para a construgao
de um mapa é necessdrio estabelecer correspondéncias entre os
pontos da superficie esférica que representa a Terra e pontos de
uma superficie plana. Isto pode ser feito de diversas maneiras: sdo
os diferentes sistemas de projecdo. Cada sistema privilegia certos
aspetos a serem mantidos ou conservados. Foi demonstrado pelo
matemético Euler que nenhum sistema de projecgéo conserva a
distancia entre dois pontos quaisquer de uma superficie esférica
(Avila, 2008). Sabe-se também que nenhum sistema de projecio
conserva simultaneamente adngulos e dreas. Neste texto, nos
limitaremos a apresentar alguns aspetos geométricos de trés
tipos de projecdes cilindricas. Apresentaremos um exemplo
da projecéo cilindrica classica que distorce angulos e éreas,
da projecéo cilindrica de Mercator que conserva angulos e da
projecdo cilindrica de Lambert que conserva areas.

PROJECAO CILINDRICA CLASSICA

Consideremos um cilindro tangente a uma superficie esférica que
representa o globo terrestre. Fixemos o olho de um observador
no centro O da esfera. Ao visar um ponto P da superficie esférica,
a semirreta interseta a superficie cilindrica num ponto Q (ver
figura 1). Apds projetar todos os pontos da superficie esférica
na superficie cilindrica, essa superficie é planificada, isto é,
corta-se a superficie cilindrica ao longo de uma geratriz e, a
seguir, ela é desenrolada. Nessas condi¢des, observa-se que,
paralelos — sec¢des da superficie esférica por planos paralelos
a linha do Equador — sdo transformados em circunferéncias
na superficie cilindrica e meridianos sdo transformados em
geratrizes do cilindro.

Para construir o quadriculado que representa um sistema de
projecdo cilindrica classica, procedemos da seguinte maneira:

para cada ponto P(0, 1), onde 0 representa a latitude e A a
longitude, considera-se o ponto Q(x, y). A figura 2 ilustra o
procedimento para determinar as coordenadas x e y.

Figura 1. Projec¢do de pontos da superficie esférica na superficie
cilindrica
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Figura 2. Determinagao de coordenadas em um sistema de
projecao cilindrica classica

No plano, definimos um referencial, de modo que o eixo Ox
coincida com a linha do Equador e o eixo Oy coincida com o
meridiano de Greenwich. No eixo x marcamos um segmento
do comprimento do Equador que é 2, de modo que os pontos
extremos do segmento sejam (- 7, 0) e (n 7, 0). A abscissa de
um ponto serd dada por x = A (férmula do comprimento de
um arco), com A em radianos e a ordenada por y = r.tg 6, onde
0 é a latitude. Como o angulo que cada paralelo faz com cada
meridiano é reto, as retas que representam os paralelos sdo
perpendiculares as retas que representam os meridianos.
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Desse modo, as imagens dos meridianos e dos paralelos formam
um quadriculado no plano (figura 3).
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Figura 3. Constru¢do de um ponto do mapa da projecao cilindrica
cléssica

Por medi¢io direta no mapa, teremos para o ponto A, que tem
latitude 50° e longitude 80°, o valor de y aproximadamente
iguala 3,3 cm.

Se utilizarmos a férmula acima, y = r £g0, com r = 2,77, teremos
y=2,771tg50° =~ 3,30 cm. A projecdo cilindrica classica distorce
distancias, angulos e dreas. No entanto, ela conserva as distancias
na linha do Equador.

PROJECAO CILINDRICA DE MERCATOR

Em 1569, Gerhard Kremer, chamado de Gerhard Mercator,
fez uma modificacdo na projecdo cilindrica classica para que
o formato dos continentes pudesse ser mantido, ou seja, para
que os angulos fossem conservados. De facto, essa projecdo
conserva angulos, mas ndo areas.

Seja D um ponto da esfera de centro O com coordenadas (6,1)
onde 0 representa a latitude e A a longitude. Um arco AB esta
contido na linha do Equador e um arco CD estd contido num
paralelo de latitude 6 de modo que A e C estejam no mesmo
meridiano e B e D estejam em outro meridiano. Na figura 4,
pode-se observar que cos0 =L onde r é o raio do circulo
que contém o arco CD e R é o raio da esfera. Conclui-se que
r =R cosB. O comprimento do arco AB é R\ e o comprimento
do arco CD ¢ ri. Aqui, indicaremos o comprimento de
um arco AB por 4B. Portanto, 4B=RL e CD=r) Mas,
CD=r.L=ARcos0= ZB cos 0, ou seja, os arcos compreendidos
entre os dois meridianos tém como comprimento a medida do
arco AB vezes o cosseno da latitude. Quanto maior a latitude
0, menor o comprimento do arco CD.

A ideia de Mercator, apresentada no artigo do Avila (2008),
resumidamente, é a seguinte: para preservar os angulos no
quadriculado é necessério que a partir de um ponto qualquer
do quadriculado, a variagéo sofrida no meridiano seja a mesma
que a variagédo sofrida no paralelo. Mas no quadriculado, os
paralelos tém comprimentos iguais (figura 5).

Portanto, os segmentos correspondentes aos arcos CD e AB
serdo C'D’ e AB’comC'D'= A'B'. Mas, o comprimento do
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segmento AB’ é igual ao comprimento do arco AB, ou seja,
A'B'= AB . Portanto,CD = ABcos@= A'B'cos@=C'D"cos 6 .

Donde se conclui que C'D' = D _CD seco. Isto significa que

cos 0
a varia¢do num paralelo depengle somente do valor da secante
da latitude.

Figura 4. Arcos compreendidos entre dois meridianos
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Figura 5. Passagem do quadrilatero esférico ABDC para o
quadriculado

Como proceder para ter a mesma variacdo num meridiano?
Usando a linguagem do calculo diferencial, devemos impor que
¥ =R. sec 0, ouseja, y é o produto do raio pelo integral da secante
de 0. Conclusdo: a projecéo cilindrica de Mercator transforma o
ponto de coordenadas (6, A) no ponto (x, y) de modo que x = R.A,
com A em radianos e y= R.ln( j =R,1n(,g (g +Zj]

onde R é o raio da esfera.
Portanto, para obter as retas horizontais do quadriculado,
devemos aplicar a férmula acima para cada latitude.
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Figura 6. Constru¢do de um ponto do mapa da projecéo cilindrica
de Mercator
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Comparando as ordenadas da projecao cilindrica classica com a
projecao cilindrica de Mercator, vemos que hd um decréscimo
nessa ultima. Observa-se no mapa acima (figura 6), que a
semirreta que passa por um ponto da esfera de latitude 50°,
interseta a reta num ponto P’ acima da ordenada no mapa de
Mercador.

Sendo A um ponto da superficie esférica de latitude 50° e
longitude 80°, para obter as suas coordenadas no mapa, devemos
utilizar a férmula acima, ou seja, sendo R = 2,77 o raio da esfera,
a ordenada do ponto A sera

y=R.In g(%%) =2,77.In1g (45 +25")=2,77.In1g (70" )~ 2.8.

Podemos observar que na projecao cilindrica cldssica, a ordenada
do ponto A é 3,3 cm enquanto na de Mercator é 2,8 cm (ambas
as medidas aproximadas). E esse decréscimo que preserva os
angulos e, portanto, os formatos das figuras. Para altas latitudes,
a projecdo de Mercator apresenta distor¢ao.

PROJECAO DE LAMBERT

E uma projecio introduzida em 1772 por Lambert e que preserva
dreas. E uma projecio pouco utilizada na construgio de mapas
e sua relevancia deve-se ao facto de ter servido de modelo para
a concecdo de outras projecoes. Ela baseia-se num resultado
da obra de Arquimedes que mostra que a superficie esférica
tem a mesma drea que a superficie lateral de um cilindro que
a circunscreve.

Para cada ponto P da superficie esférica de centro O, considere
o plano que contém o eixo do cilindro e o ponto P. Seja T a
intersecdo desse plano com a linha do Equador. Nesse plano, pelo
ponto Ptraga-se uma paralela a semirreta OT. Essa reta interseta
a superficie cilindrica no ponto Q. Esse é o procedimento
geomeétrico para obter as retas horizontais do quadriculado.

A projecao cilindrica de Lambert transforma o ponto P (6, 1)

onde 0 representa a latitude e A a longitude, no ponto Q (x, ).
A figura 7 ilustra o procedimento para a determinagdo de x e y.

Norte

Sul

T
senf = or .Donde y = r senf
r

Figura 7. Determinacgdo de coordenadas em um sistema de
projecdo cilindrica de Lambert
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No plano, definimos um referencial, de modo que o eixo Ox
coincide com a linha do Equador e o eixo Oy coincide com o
meridiano de Greenwich. Teremos x=r.A ey =r. sen 0, sendo
r o raio da esfera e a longitude A em radianos (figura 8).
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Figura 8. Construgdo de um ponto do mapa da projecéo cilindrica
de Lambert

O ponto A tem latitude 50° e longitude 80°. Sendo o raio da
circunferéncia abaixo, a ordenada do ponto A pode ser obtida
pelo procedimento indicado acima ou pode ser calculada
pela férmula y=r sen 6. Nesse caso, para 6 = 50° teremos:
y=2,77 .sen 50° = 2,12.

Arquimedes, no seu livro A esfera e o cilindro I, nas proposi¢des
42 e 43, demonstra que a drea da calota esférica é equivalente a
de um circulo cujo raio é igual ao segmento determinado pelo
polo e um ponto qualquer da circunferéncia da base.

Em linguagem atual, ele afirma que a drea da calota é igual a
m.x’onde x = PN.

Proposiciao 42

Proposicao 43
Figura 9. Proposi¢oes da obra de Arquimedes

E facil mostrar que esse resultado ¢ equivalente a 2Rk, onde
R é o raio da esfera e 1=NA. De facto, na primeira ilustragdo
da figura 9, temos: x” = r’+h’ e R? = r’+(R-h)? Das igualdades
resulta x*=2Rh .

O resultado vale também para a segunda ilustracdo da figura
9. De facto, temos: x” = r’+h’e R” = r’+ (h-R)?. Das igualdades
resulta x’=2Rh.
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A partir desse resultado, podemos deduzir que a drea de uma
zona esférica — superficie da esfera compreendida entre dois
planos paralelos — é também igual a 2nRA.
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Figura 10. Area de uma zona esférica

Considere uma esfera de raio R inscrita em um cilindro. A drea da
superficie cilindrica compreendida entre os dois planos paralelos
é 2nRh e a rea da superficie esférica compreendida entre os dois
planos paralelos é 2nRh. Portanto, a planificagdo da superficie
cilindrica conserva a érea.

Figura 11. Superficie cilindrica compreendida entre dois planos
paralelos

Com o que foi exposto, pretendemos fornecer incentivos para
que professores do Ensino Médio, no Brasil, ou do Secundario,
em Portugal, e mesmo do Ensino Superior possam desenvolver
propostas de trabalho interdisciplinar, em um contexto
interessante e motivador: o da cartografia. Entendemos que esse
tema, em torno da construgéo de sistemas de projecéo, permite
abordar diversos conceitos matemdticos no campo da geometria
plana, espacial e esférica, da trigonometria, dentre outros, além
de se relacionar com outros componentes curriculares, em
especial com a geografia e a histéria. A titulo de ilustracdo,
uma atividade interessante pode consistir em comparar mapas
(atuais e antigos) elaborados a partir de diferentes sistemas de
projecdo, observando e analisando as propriedades que sdo ou
ndo conservadas em cada caso e discutindo eventuais aspectos
politico-ideoldgicos que influenciaram a escolha de certos tipos
de projecédo para representar o globo terrestre ao longo dos
tempos. E pertinente observar, por exemplo, as reas da América

do Sul e da Groelandia na projecdo de Mercator (figura 12)
e atentar para os continentes que aparecem em destaque na
projecdo de Lambert (figura 13).
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Figura 12. Projecao de Mercator

Fonte: https://www.britannica.com/science/Mercator-projection
(4ltimo acesso: 12 set 2018)

st
pmm g

-

|
\

— b
i

Figura 13. Projecdo de Lambert

Fonte: http://www.manifold.net/doc/mfd9/cylindrical_equal_area_
projection.htm (dltimo acesso: 12 set 2018)
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