TECNOLOGIAS NA EDUCAGAO MATEMATICA

ANTONIO DOMINGOS

GeoGebra no Ensino Aprendizagem da
Trigonometria e Fun¢des Trigonometricas

O ensino e aprendizagem da matemdtica pode ser potenciado
pela utilizacdo da tecnologia em contexto da aula, ajudando a
compreensdo dos conceitos através da manipulacdo das suas
diferentes representagdes. Neste artigo procura-se mostrar como
os conceitos trigonométricos sdo apreendidos pelos alunos do
11.° ano de escolaridade quando utilizam o software GeoGebra
como ferramenta de trabalho. Em particular, pretende-se
perceber o papel do GeoGebra na conversio entre as diferentes
representacdes de objetos matemdticos e na comunicagdo
matematica.

Para essa andlise, utilizaram-se os contetidos programaticos do
dominio Trigonometria e Fungdes Trigonométricas que sdo
apresentados aos alunos do Ensino Secundério no inicio do
11.° ano.

INTRODUCAO

Uma das principais caracteristicas de um software de Geometria
Dinémica é a possibilidade de movimentar os objetos no ecra
do computador (folha grafica) sem alterar as propriedades da
construgéo inicial, o que permite, investigar, descobrir, confirmar
resultados e fazer simulagdes, permitindo, inclusive, levantar
questdes relacionadas com a sua aplicagdo pratica.
Ferramentas computacionais como o Cabri Géométre,
Geometer’s Sketchpad, ou 0 GeoGegra permitem a construgio
e manipulacdo de objetos geométricos e a descoberta de novas
propriedades desses objetos, através da investigacao das relagdes
ou medidas que se mantém invariantes. Possibilitam ainda um
contexto que promove a discussdo professor-aluno e aluno-aluno,
acerca dos objetos e propriedades observadas, favorecendo a
comunicagéo entre pares e professor-aluno.

O GeoGebra é um software de Matemdtica dindmica que combina
a facilidade de utilizacdo de um software de geometria dindmica
com alguns recursos de um sistema CAS (Computer Algebra
System) que permite manipulagdo simbdlica de expressoes e
uma folha de célculo. Entre outras funcionalidades, o GeoGebra
permite trabalhar em simultdneo com janelas/folhas diferentes
(figura 1): gréfica; algébrica e numérica; CAS; folha de calculo;
e permite visualizar, em simultineo, diferentes representacoes
de um mesmo objeto matematico.

Assim, diferentes representagbes de um mesmo objeto
matematico estdo relacionadas dinamicamente de tal forma
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Figura 1. Janela GeoGebra com folha algébrica e duas folhas
graficas 2D
que cada representacdo se adapta automaticamente a
mudangas efetuadas em qualquer das outras representagoes,
independentemente da representacio utilizada inicialmente
para “definir/construir” o objeto.

A capacidade de efetuar conversdes entre diferentes
representagdes de um mesmo objeto ¢, segundo Duval (1993),
condicdo absolutamente necessdria para a formagdo de
conceitos matemdticos. Por exemplo, o NCTM afirma que “o
poder grafico das ferramentas tecnoldgicas possibilita o acesso
a modelos visuais que sdo muito poderosos, mas que muitos
alunos sdo incapazes ou ndo estdo dispostos a realizar de modo
independente” (NCTM, 2007, p. 27).

Segundo Costa (1997) um dos obsticulos no estudo das
fungdes trigonométricas, refere-se ao estatuto dos objetos
trigonomeétricos. Costa assinala a dificuldade de compreensao do
estatuto dos objetos trigonomeétricos, uma vez que estes surgem
inicialmente no quadro geométrico e numérico associados ao
tridngulo retangulo, mais especificamente, na resolucéo de
problemas envolvendo tridngulos retangulos, sem carateristicas
funcionais. Para se passar ao estudo das fun¢des trigonométricas
é necessario estender as defini¢des de seno, cosseno e tangente
ao angulo generalizado, relacionar estas defini¢des com o sistema
de coordenadas cartesianas e estabelecer a correspondéncia entre
a abcissa, x, de cada ponto da reta real, com o respetivo seno e
cosseno do dngulo de amplitude, medida em radianos, igual a x.
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CONTEXTO EDUCATIVO

Nos préximos pontos, apresentam-se excertos de didlogos que
ocorreram durante entrevistas realizadas a dois alunos da turma
envolvida na investigacdo, a Laura e o Pedro (nomes ficticios para
preservar a identidade dos mesmos), onde se procura, analisando
as resolugoes por eles apresentadas relativas a uma tarefa
(figura 2), compreender se o ambiente de trabalho possibilitado
pela mediacdo do GeoGebra, favorece as aprendizagens e a
comunicacao.

Com esta tarefa, de caracter eminentemente pratico, pretendia-
se ajudar os alunos a atingir os seguintes objetivos: identificar
as transformacoes geométricas que permitem obter o gréfico

cartesiano de uma funcio real de varidvel real da familia
f(x)=asin(bx+c)+d, a,be R\{0} e ¢,deR, como
imagem geométrica do grafico cartesiano da funcdo seno;
identificar, por andlise do seu gréfico cartesiano e/ou expressdo
analitica, o contradominio e o periodo fundamental de fungoes
desta familia; determinar uma expressio analitica de uma fungéo
trigonométrica que verifique determinadas propriedades ou da
qual se conhece parte da sua representacéo gréfica. Pretendia-se
ainda, com mediacdo do GeoGebra, favorecer a comunicagéo.
A tarefa foi apresentada aos alunos em suporte de papel e, para
a resolver, os alunos dispunham de um computador equipado
com o software GeoGebra.

Tarefa 1

1. Na caixa de entrada da folha grafica introduz cada uma das fungdes reais de varidvel real definidas pelas expressoes apresentadas na tabela seguinte.

Depois, na folha algébrica do GeoGebra, desativa todas as fungdes exceto a fungéo f.

T

Nota: deves configurar a folha gréfica de forma que, no eixo Ox, a “unidade de escala” seja 1t e a distancia entre marcas Z .

f(x) =sinx

g(x) =2+sinx

h(x) =—1+sinx

i(x) =3sinx

j(x) =4sinx

k(x) = —3sinx

I(x) = sin (x + g)

m(x) = sin (x - %)

n(x) = sin(x + m)

o(x) = sin(2x)

p(x) = sin(3x)

q(x) = sin (;)

2. Na folha algébrica do GeoGebra ativa uma fungéo de cada vez e completa a tabela seguinte:

Funcao Dominio

Contradominio Periodo fundamental

f

g

h

QT x | |~ ™~

3. Num pequeno texto identifica as transformagdes geométricas que permitem obter os graficos de cada uma das fungoes referidas em cada alinea como

imagem do gréfico da fungédo fe quais as alteracdes que se verificam em relacdo ao contradominio e periodo fundamental.

4. Determina uma expressdo para a fungio cujo grafico pode ser obtido como imagem do gréfico da fungéo definida pela expressdo f{x)=sin(x) e verifica

as seguintes propriedades:
4.1. tem contradominio [1, 3] e periodo z .
4.2. tem contradominio [-1,3], periodo 1’

5. Escreve uma expressdo que defina a fungéo real de varidvel real representada em referencial ortogonal xOy na figura seguinte.

i af--

Figura 2.
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Os didlogos professor/aluno ocorrem apds os alunos terem
resolvido as tarefas e tém por objetivo ajudar os alunos a
comunicar os resultados, a consolidar os conceitos envolvidos
e corrigir eventuais erros e, simultaneamente, ajudar o professor
a perceber a forma como os alunos aprenderam os conceitos
matematicos envolvidos na tarefa.
No didlogo seguinte, entre a Laura e o professor, pode
observar-se como a presenca do GeoGebra pode favorecer a
comunicacio, ajudando a aluna a reconhecer o erro cometido
na identificagdo do periodo fundamental da fungéo r.v.r. definida
por p(x)=sin(3x) e a corrigi-lo.

[...]
Professor: Na funcdo p indica o periodo fundamental como
sendo iguala Z ...
L.: Sim. 2
Professor: Pode explicar-me como obteve esse valor?
[A Laura ativa as representagoes graficas do seno e da fungio
(figura 3) observa-as e, aparentemente, fica confusa].

M N7 VAN Ve

Figura 3. Representagdes graficas das fung¢oes definidas por
flx)=sinx e p(x)=sin(3x)
Professor: Pode indicar-me onde posso observar, no grafico,
o periodo fundamental de p?

L.: Comeca aqui [aponta para a origem do referencial] e termina
. 2r .

aqui [aponta o ponto de coordenadas 50 cujas coordenadas

néo estao identificadas no referencial].

[o semblante da Laura mostra que percebe o erro mas tem

dificuldade em avancar].

Apercebendo-se da dificuldade da aluna o professor lan¢a nova

questao:

Professor: Quantas vezes cabe o periodo fundamental no
intervalo [0,27[?

L.: Penso que trés vezes. Sim, é isso, aqui, aqui e aqui [apontando,
na folha gréfica, para os pontos de abcissas 2—”, 47” e2r |.
Professor: Entdo, o periodo fundamental de p é?

L.: 2 dividido por 3.

Comparando, por sugestdo do professor, os graficos da funcio p
e da funcdo seno a Laura consegue identificar o erro cometido
e, em didlogo com o professor, mediado pelo GeoGebra,
reconhecer a relagdo entre os periodos fundamentais das duas
funcgoes, o que lhe permite obter o valor pedido.

No didlogo seguinte, entre o Pedro e o professor, pode observar-se
aimportancia do GeoGebra quer no que se refere as conversoes
entre as representacdes algébrica e gréfica, favorecendo o
desenvolvimento dos invariantes operatdrios relativos a cada
transformacdo e/ou & composicdo das mesmas, quer no que
refere a argumentacédo do aluno.

. O contradominio é ficil, sabemos que o seno estd entre
-le1, porisso é sé ver as transformacoes, que com os graficos,
¢ mais facil, olhamos para um e outro e vé-se logo.
Professor: E para o periodo fundamental como fez?

P.: Comparei com a funcio seno.

Professor: Como assim?

P.: Quando s6 hd translacdes, o gréfico sé se desloca para cima,
ou para baixo, para a esquerda ou direita, por isso o periodo
fica na mesma. O periodo também néo se altera quando se
multiplica o seno por um nimero.

Professor: Porqué?

P.: Porque nesse caso o grafico tem uma dilatacdo vertical, mas
na horizontal fica tudo na mesma.

Professor: O que quer dizer com fica tudo na mesma?

[O Pedro ativa as fungdes i, j e h e argumenta (figura 4)]

P.: Quando olhamos para o grafico destas fung¢des vemos que o
periodo fundamental comeca aqui [apontando, na folha grafica,
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Figura 4. Folha gréfica apresentada pelo Pedro com as fungoes fi,j e h.
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Figura 5. Folha grafica com as fungdes f (funcédo seno) e p (definida por p(x)=sin(3x)) ativas.

para o ponto de coordenadas (0, 0)] e acaba aqui [apontando
para o ponto de coordenadas (27, 0)].

P.: Estas aqui é que foram mais dificeis [referindo-se as fungoes
0, p e q]. No contradominio ndo, mas no periodo fundamental
fiquei um bocado baralhado...

Professor: Entdo, como resolveu o problema?

P.: Comparando os graficos com o do seno.

[...]

P: Mas o pior foi na funcéo p [ativa o grafico da fun¢ao]. Aqui

onde acaba a volta [aponta para o ponto de coordenadas o

(figura 5)] ndo aparece nenhum nimero. Fica mais dificil assim.

Mas depois, comparando, os graficos, vé-se que o periodo da

funcdo seno é trés vezes maior que o da funcéo p. Depois lembrei-

me que isto tem a ver com as dilatagdes e corzltrag()es horizontais
T

. , 1
e, como neste caso o coeficiente é 3 fica 5

No seu discurso, o Pedro recorre frequentemente as
representacdes graficas obtidas no GeoGebra, para sustentar
as suas assercdes. A comparagdo dos gréficos cartesianos das
diferentes fungdes com o grafico da fungdo seno permitem que
o Pedro identifique as transformacgdes geométricas associadas
a cada um dos parametros bem como as propriedades que se
mantém invariantes. A possibilidade de recorrer ao GeoGebra
ajuda o Pedro a clarificar os conceitos matematicos envolvidos
na resolucéo da tarefa e na organizagéo da sua argumentacéo,
favorecendo assim a comunicagdo e a aprendizagem.

CONSIDERAGOES FINAIS

Os didlogos apresentados reforcam a ideia de que ambientes
de Geometria Dinamica mediados por sofiwares como o
GeoGebra, porque permitem uma forte ligacdo entre as
diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico,
melhorando assim a capacidade de conversao entre as mesmas,
favorecem as aprendizagens e promovem a argumentacgdo e a
comunicacgdo matemadtica, ajudando a detetar e ultrapassar erros.
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Assim, porque a apropriacdo do GeoGebra é feita a medida que os
alunos o vao integrando na sua atividade, a sua utilizagéo permite
o0 acesso a visualizacdo de conceitos/objetos matematicos, o que
favorece os didlogos dos alunos com o professor, permitindo
ao professor entender melhor o pensamento do aluno mediado
pelo GeoGebra e ao aluno uma melhor regulacdo das suas
aprendizagens.

Parece-nos por isso que a utilizacdo do GeoGebra, ou outros
softwares de Matemadtica DinaAmica, deve ser incentivada
quer dentro quer fora da sala de aula, promovendo o trabalho
auténomo dos alunos e tornando-os agentes da sua proépria
aprendizagem.
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