PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

O Bindémio discriminante de uma equacao de
segundo grau com coeficientes inteiros

Noinicio deste século, o governo brasileiro institui a necessidade
do cumprimento de horas de pritica como componente
curricular para os cursos de formacdo inicial de professores. Em
2005, para exemplificar como poderiam funcionar tais praticas,
escrevi um texto sobre uma caracterizacdo do discriminante
de uma equacido do segundo grau com coeficientes inteiros
e, no ano de 2017, durante uma discussdo sobre pratica como
componente curricular, utilizei mais uma vez ideias que
apresentei naquela ocasido. Um dos estudantes que participava
das discussdes sugeriu, com a concordancia de outros que
ali estavam, que eu publicasse tais resultados para torna-los
acessiveis a mais pessoas. Atendendo a sugestdo, resolvi expor
os resultados numa revista que pudesse inclusive transpor
as fronteiras brasileiras aproveitando assim para apresentar
algumas diferencas terminolégicas deste assunto.

Dada uma equacio do segundo grau com coeficientes inteiros,
isto é, ax’ +bx+c=0, a,b,ceZ e a=0 1)

utilizando a férmula resolvente, que no Brasil denomina-se

comumente férmula de Bhaskara’, podz—se\/c.oncluir que as
- - -btA

solucdes da equacdo sdo da forma x =

A = b?- 4ac.

E notéria a importancia do que em Portugal se denomina
binémio discriminante, e no Brasil apenas discriminante, A,
na resolucdo de tais equagoes. No entanto, em diversos casos
utilizamos ou calculamos o discriminante e nao refletimos se
qualquer nimero inteiro pode ser o resultado do discriminante
de uma equacéo do tipo (1). Vocé leitor ja se perguntou, por
exemplo, se o numero 7 pode ser o valor do discriminante de
uma equacdo como a que estamos tratando (com coeficientes
inteiros)? E 0 5?

, com
2a

Vamos responder a essas perguntas provando um resultado que
caracteriza o valor do discriminante das equagdes de segundo
grau com coeficientes inteiros, demonstrando que um nimero
inteiro é o discriminante A de uma equacéo do tipo (1) se, e
somente se, A é um multiplo de quatro ou um nimero cuja
divisdo por quatro tem resto um.

Para essa prova utilizaremos o Algoritmo da Divisdo? cujo
enunciado segue abaixo e cuja demonstragio pode ser
encontrada em livros de Introducéo a Teoria dos Numeros
ou livros de Algebra Elementar®.

1 N3o se sabe ao certo por que e quando a denominagédo férmula de Bhaskara
comecou a ser utilizada no Brasil e apesar de muitos considerarem tal
denominacgio errénea (afinal tal método de resolugio era conhecido antes
mesmo do nascimento de Bhaskara) essa expressio é rotineiramente utilizada
inclusive em livros didaticos.

2 Que também é denominado Algoritmo da Divisao de Euclides ou Algoritmo
de Euclides.

3 Como, por exemplo, [MC] e [AG]
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Teorema1 (Algoritmo da Divisdo) Sejam a e b inteiros, com
b = 0. Existem inteiros q e r Gnicos e tais que a = bq + r, onde
0<r<|b|.

O algoritmo da divisdo diz-nos que qualquer inteiro é da forma
2q, ou 2q + 1, para algum ¢ € Z . Do mesmo modo, qualquer
inteiro é da forma 3¢, 3q + 1, ou 3¢q + 2 para algum g €Z ou
da forma 4q, 4q + 1, 4q + 2 ou 4q + 3 e assim sucessivamente,
conforme a nossa necessidade.

De posse de tais factos, estamos prontos para enunciar e
demonstrar a caracterizacgdo descrita anteriormente.

Proposicao 2 Um nuimero inteiro A é discriminante de uma
equagdo do segundo grau do tipo (1) se, e somente se, A é da
forma 4k ou 4k + 1, para algum k € Z

Demonstracao: Pelo Algoritmo da Divisdo sabemos que o
inteiro b da equagéo (1) ou é par, ou é impar, isto é, b = 2q ou
b=2q + 1, para algum ¢ € Z , portanto

A = b*- 4ac = 4q* - 4ac = 4(q* - ac) ou
A=b*-4ac=4q¢*+4q +1 - 4ac =4(q*+ q — ac) + 1, ou seja,
A=4koulA=4k+1,comk=(q*-ac)ouk=(q*+q-ac)e
portanto ke Z .

Reciprocamente se A = 4k, onde k € Z , basta tomarmos, por
exemplo, os coeficientes a =1, b = 0 e ¢ = (-k) na equacgéo (1)
e teremos A = b*- 4ac = 02— 4(1)(-k) = 4k.

Ja se A =4k + 1 com keZ, podemos atribuir a a, b e c,
respetivamente, os valores 1, 1 e (k) e assim

A =b>-4ac=(1)*-4Q1)(-k) = 4k + 1.

A proposito, acabamos de responder também as perguntas a
respeito do 7 e do 5 feitas anteriormente. Podemos afirmar a
partir da proposicdo anterior que 7 ndo pode ser o valor do
discriminante de uma equagéo de segundo grau com coeficientes
inteiros, pois ndo pode ser escrito da forma 4k ou 4k + 1, com
k €Z,ja que é da forma 4k + 3, com k = 1. E por outro lado,
como 5 é da forma 4k + 1, com k = 1, entdo existe uma equagio
de segundo grau com coeficientes inteiros cujo binémio
discriminante assume esse valor!
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