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A igualdade e i seni� � �� �cos . , conhecida como a fórmula 
de Euler é uma das mais belas fórmulas. Sendo assim, o objetivo 
deste artigo, é mostrar a utilização da expressão do lado esquerdo 
da fórmula (no caso, eiθ ) na construção de polígonos estrelados 
regulares. 

USANDO eiθ  NA CONSTRUÇÃO DE POLÍGONOS 
REGULARES

 

Primeiramente, vamos utilizar equações polinomiais da forma 

xn − 1 = 0 , e, atrelado a encontrar essas raízes, utilizaremos 
e i seni� � �� �cos . , na construção do polígono regular inscrito 

na circunferência. Observe que, resolver equações desse tipo, 

nada mais é, do que encontrar as n raízes de índice n da unidade, 

fazendo rotações, considerando � �
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�  , ver em [2]).

Comecemos, então, exemplificando, com a equação x5 −1=0. 
Ou seja, iremos calcular as raízes de ordem 5 de 1, e construir 
o polígono chamado de pentágono regular. Fazendo os 
cálculos, para K=0, temos e i seni. cos .0 0 0 1� � � ; para K=1, 
fica, 
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que equivale a uma rotação de 72º, ou ainda, temos 1
5

 da 

volta. Para o valor de K=2, obtemos, 
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;

no caso de K=3, ficamos com, 
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e, finalizando, sendo K=4, temos, 
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Estes valores são rotações sucessivas de 72º. A representação 
geométrica dessas raízes está no gráfico a seguir. 

OS POLÍGONOS ESTRELADOS

A representação de um polígono estrelado regular se dará através 

da notação {n/r}, onde n e r  são primos entre si e 1
2

< <r n  . Essa 

notação significa que, a construção desses polígonos estrelados 

se dará ao construirmos o polígono regular de n  lados através da 
resolução da equação xn −1=0 , e fazendo r  rotações (ou voltas) 
utilizando a sequência dos valores encontrados, respectivamente, 
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 ... em torno da origem, 

iremos obter as “pontas” do polígono. 

UM EXEMPLO

Para exemplificar, vamos iniciar, com a construção do seguinte 
polígono estrelado regular tão conhecido em nossa literatura, que 
é a “estrela de 5 pontas”, e, será representada usando a notação 
{5/2}. Ou seja, n=5 representa a construção do pentágono regular 
(usando a equação x5 − 1 = 0  conforme mencionado antes), e, 
fazendo rotações de 2 em 2 pontos (a sequência das potências 
de uma de suas raízes) em torno da origem, serão construídas 
as “pontas” dessa estrela.

Voltando às raízes da equação x5 − 1 = 0 , perceba que se 
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pontos da circunferência formando o pentágono regular. Só 

nos restam verificar as sequências de  e
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Veja, que essa sequência irá construir as “pontas” da estrela 
dentro do pentágono regular, fazendo rotações de 2 em 2 pontos 
em torno da origem em uma circunferência de raio unitário. 

Observação: 

Note que, para e
i4

5

π

, teremos, em um primeiro instante, a 
“mesma” estrela de 5 “pontas”, com a notação {5/3} . Mas, repare 

que esse polígono não satisfaz a condição de 1
2

< <r n  . 

A SOMA DOS ÂNGULOS DAS “PONTAS” DO POLÍGONO 
ESTRELADO

Uma relação importante que merece atenção, é que a soma 
dos ângulos internos das “pontas” de um polígono estrelado 
regular é dada por S=(n-2r)×1800. Esta relação foi descoberta 
pelo matemático Thomas Bradwardine (1290 – 1349). Assim, 
por exemplo, a soma dos ângulos internos das “pontas” de 
{5/2}, é igual a, S=(5−2×2)×1800=1800 .
 Para mostrar tal relação, perceba que a circunferência é dividida 
em n   partes iguais, então, cada arco mede 360°

n
   graus. Agora, 

ao escolhermos o vértice de partida, são feitas r “voltas” para 
a construção do primeiro lado e depois r “voltas” novamente, 
formando o primeiro ângulo inscrito (que nada mais é do 
que uma “ponta” do polígono estrelado) como ilustra a figura 
seguinte:
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Como foram dadas 2r “voltas”, temos então um arco de  
360

2
º

n
n r�� �  graus, e com isso, cada ângulo das “pontas” do 

polígono estrelado regular é dado por 180 2
º

n
n r�� � . Mas, como 

são n ângulos, podemos multiplicar 180 2
º

n
n r�� �  por n e obter 

a soma S. Para aguçar a curiosidade do leitor, deixamos como 

exercício, que construa os seguintes polígonos estrelados: 
{7/2}, {7/3}, {8/3}, {9/2}, {9/4} e {10/3}.
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