Os Poligonos estrelados regulares e a férmula

de Euler

CARLOS ALBERTO M. DE AsSSIS
THIAGO BARCELOS CASTILHOS

A igualdade e” =cos0 +i.send , conhecida como a formula
de Euler é uma das mais belas férmulas. Sendo assim, o objetivo
deste artigo, € mostrar a utilizagdo da expressdo do lado esquerdo
da férmula (no caso, e ) na construcao de poligonos estrelados
regulares.
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USANDO €~ NA CONSTRUCAO DE POLIGONOS
REGULARES

Primeiramente, vamos utilizar equagdes polinomiais da forma
x" — 1 =0, e, atrelado a encontrar essas raizes, utilizaremos
¢’ =cos0 +i.send, na construcdo do poligono regular inscrito
na circunferéncia. Observe que, resolver equagdes desse tipo,
nada mais ¢, do que encontrar as # raizes de indice n da unidade,

2
fazendo rotagdes, considerando 6 = 2k onde K=0, 1, 2,...,n-1,
n

U = cis(zk—ﬂ) , ver em [2]).

Comecemoz, entio, exemplificando, com a equacio x° —1=0.
Ou seja, iremos calcular as raizes de ordem 5 de 1, e construir
o poligono chamado de pentagono regular. Fazendo os
célculos, para K=0, temos e"* = cos 0 +i.sen0 = 1; para K=1,
fica,
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que equivale a uma rotagdo de 72°, ou ainda, temos é da

volta. Para o valor de K=2, obtemos,
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no caso de K=3, ficamos com,
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e, finalizando, sendo K=4, temos,
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8. o % \/g—l—i.(\/10+2\/§)

—1
e’ =cos—+isen—=
5 5 4

Estes valores sdo rotacoes sucessivas de 72°. A representacio
geométrica dessas raizes estd no grafico a seguir.

A

OS POLIGONOS ESTRELADOS

A representacgdo de um poligono estrelado regular se dara através
. . n

da notacdo {n/r},onde n e r sdo primos entresie 1 < r < 5 Essa

notacdo significa que, a construgdo desses poligonos estrelados

se dard ao construirmos o poligono regular de n lados através da
resolucio da equacgdo x”” -1=0, e fazendo r rotages (ou voltas)
utilizando a sequéncia dos valores encontrados, respectivamente,
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naspoténcias e " ,|e ” , .em torno da origem,

iremos obter as “pontas” do poligono.

UM EXEMPLO

Para exemplificar, vamos iniciar, com a construgdo do seguinte
poligono estrelado regular tao conhecido em nossa literatura, que
é a “estrela de 5 pontas’, e, serd representada usando a notagdo
{5/2}. Ou seja, n=5 representa a construgéo do pentagono regular
(usando a equagio x° —1=0 conforme mencionado antes), e,
fazendo rotagdes de 2 em 2 pontos (a sequéncia das poténcias
de uma de suas raizes) em torno da origem, serdo construidas
as “pontas” dessa estrela.

Voltando as raizes da equagdo ¥ -1=0, perceba que se

2, 8z,
5 5 A .
escolhermos ¢ ou e” , ,assequéncias de suas
(2w
respectivas poténcias serdo, | g5 | ¢ sl €3 e

8 . 87 . 3
—1 —1 —1

5 5 5 -
e’ ,le seees| € > e ambas irdo “percorrer” os 5

pontos da circunferéncia formando o pentagono regular. S6
4n . [

—1 —1
nos restam verificar as sequénciasde €’ e e> . Assim,
67 . 67zi

o7, o
para as poténcias de e 3 , temos as seguintes rotagdes, € ° ,
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Veja, que essa sequéncia ird construir as “pontas” da estrela
dentro do pentdgono regular, fazendo rotagdes de 2 em 2 pontos
em torno da origem em uma circunferéncia de raio unitério.
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Observacio:

4r .
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Note que, para e’ , teremos, em um primeiro instante, a

“mesma” estrela de 5 “pontas’, com a notagio {5/3} . Mas, repare

; = . .o n
que esse poligono ndo satisfaz a condicdo de 1 < r < 5

A SOMA DOS ANGULOS DAS “PONTAS” DO POLIGONO
ESTRELADO

Uma relacdo importante que merece atencio, é que a soma
dos angulos internos das “pontas” de um poligono estrelado
regular é dada por S=(n-2r)x180°. Esta relacio foi descoberta
pelo matematico Thomas Bradwardine (1290 — 1349). Assim,
por exemplo, a soma dos dngulos internos das “pontas” de
{5/2}, é igual a, S=(5-2x2)x1800=1800 .

Para mostrar tal relagéo, perceba que a circunferéncia é dividida
o

Lo « 360
emy partes iguais, entdo, cada arco mede graus. Agora,

ao escolhermos o vértice de partida, sdo feitas r “voltas” para
a construcdo do primeiro lado e depois r “voltas” novamente,
formando o primeiro dngulo inscrito (que nada mais é do
que uma “ponta” do poligono estrelado) como ilustra a figura
seguinte:
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Como foram dadas 2r “voltas’, temos entdo um arco de

360°

(n—2r) graus, e com isso, cada angulo das “pontas” do

o

poligono estrelado regular é dado por 180

(n—2r).Mas, como
n

(]

A s ... 180
sdo n Angulos, podemos multiplicar

(n - 2r) por 7 e obter

a soma S. Para agucar a curiosidade do leitor, deixamos como

exercicio, que construa os seguintes poligonos estrelados:
{712}, {713}, {8/3}, {9/2}, {9/4} e {10/3}.
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ESTATUTO EDITORIAL DA EDUCACAO E MATEMATICA

A Educagdo e Matemdtica é uma publicacdo periddica da
Associacdo de Professores de Matemadtica (APM). A sua
periodicidade atual é de cinco nimeros anuais, sendo um
deles tematico e duplo. A revista aborda questdes relacionadas
com o ensino e aprendizagem da Matemdtica. Dirige-se aos
professores de Matematica, de todos os niveis de ensino,
em especial aos socios da APM, constituindo um meio de
comunicacéo privilegiado da Associagdo, em Portugal e no
estrangeiro. Os principais objetivos da Educagdo e Matemadtica

sa0:
+ Promover a troca de ideias e experiéncias entre professores;

« Estimular a reflexdo sobre problemas e desafios da educagio
matematica;

+ Discutir temas atuais e importantes da educa¢iao matematica
e da educacdo em geral;

o Fornecer elementos de trabalho para as praticas dos
professores;
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+ Divulgar informacao relevante para os professores.

A Educagdo e Matemadtica publica textos de natureza diversa.
Vive muito da contribui¢do dos sécios, que sdo autores da
maior parte dos artigos. Estas contribuicbes passam por
ideias, pontos de vista, comentdrios, relatos de experiéncias,
artigos de opinido, recensdes de livros, resolucdo de problemas,
noticias... A Educag¢do e Matemdtica tem um conjunto de
seccdes de natureza diversificada, algumas das quais com
cardter permanente. A revista tem uma equipa redatorial
a quem compete desenvolver todo o trabalho de rececdo e
revisio de artigos, bem como organizar a prépria revista. A
semelhanca das outras revistas informativas, a Educacéo e
Matematica assegura o respeito pelos principios deontoldgicos
e pela ética profissional dos jornalistas, assim como pela boa
fé dos leitores.
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