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No dominio de contetido Primitivas e Calculo Integral, do
novo Programa de Matemadtica do Ensino Secundario, surge
uma lista de descritores norteados pelos objetivos gerais:
Definir a nogdo de primitiva; Abordar intuitivamente a nogdo
de integral definido; Resolver problemas. Apesar de aparecer
logo no descritor 1.3. uma indicagdo para a possibilidade de
representar as primitivas de f{x) pela notacdo [f{x)dx, s6 no
descritor 2.2. surge o objetivo de conhecer a origem histdrica
da expressio / ' flx)dx.

a

Encontramos no caderno de apoio ao 12.° ano, sec¢io PCI12,
informacdo complementar com uma breve explicagdo sobre o
simbolo /. Atribui-se a Leibniz a sua introduco no século XVII,
por ser a forma usada nessa época para a letra s e pretender
abreviar a palavra soma. O texto continua de forma vaga e
informal a explicar, sem referéncia, a atribuicdo do significado de
produto de duas medidas a expresséo f{x)dx. Resume a nota¢ao
Jftx)dx como significando historicamente, se ffor positiva, uma
soma de dreas de retangulos com largura infinitesimal dx e
altura f{), esta considerada constante ao longo de um intervalo
de comprimento chamado desprezavel.

Com este resumo, o professor s6 terd algumas pistas sobre
a origem dos simbolos / e dx. A quantidade de informagdo
formal que fica subentendida, nomeadamente com uma sé
referéncia a medidas infinitesimais como sendo assunto trivial,
e a auséncia de representacdes visuais caracterizam uma
postura académica conhecedora do formalismo subjacente mas
reticente quanto a contribui¢io da Histéria da Matemaética no
ensino-aprendizagem.

HISTORIA, PORQUE?

O papel da Histéria da Matemdtica na Educagéo tem vindo a
ser marcadamente destacado com fundamentacio de dois tipos:
instrumento no ensino-aprendizagem da Matemdtica e objetivo
em si mesmo (Jankvist, 2009). A este propo6sito, Radford, Boero e
Vasco (2002) exploram a relagdo da Histdria no desenvolvimento
conceptual da Matematica com a aprendizagem desta. Destaca-
se a importancia da Psicologia Sécio-Histdrica, que tem em
Vygotsky um dos expoentes maximos, pelo papel relevante
na concegdo de aprendizagem, nomeadamente na construgao
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da mente a partir das raizes socioculturais. Vygotsky (1989)
analisa os mecanismos que integram Histéria e Cultura no
funcionamento cognitivo e identifica as bases natural e cultural.
A influéncia da primeira manifesta-se nos processos cognitivos
bésicos mais relacionados com mecanismos autométicos de
resposta; a segunda estd implicada em fung¢des superiores
que dependem da capacidade do sujeito recorrer a processos
simbolicos como raciocinio, resolucdo de problemas ou
linguagem. Esta é a ferramenta da construcdo do pensamento
que o autor mais valoriza, porque é veiculo de expressdo e
agente mediador no contexto socio-histérico e cultural em que
o individuo se desenvolve.

Da perspetiva sociocultural e histérica, a mediacdo é central na
evoluc¢do humana, pois configura mudancas de ordem qualitativa
ao longo do tempo. Considera-se que o desenvolvimento humano
deve ter em conta as mudancas ocorridas simultaneamente a
quatro niveis: filogenético (desenvolvimento da espécie), histérico
(espécie), ontogenético (individual) e microgenético (processos
psicolégicos). Sdo as funcgdes psicoldgicas superiores que
permitem o desenvolvimento do sujeito ao nivel ontogenético,
num continuum que se carateriza por transformacdes dialéticas
qualitativas (Abreu, 2000).

Ao nivel ontogenético, considera Vygotsky que existem dois
saltos qualitativos: linguagem oral e linguagem escrita. A
aquisicao da linguagem constitui assim um marco importante
no sentido em que, como sistema simbdlico, é o mediador
por exceléncia no desenvolvimento das fungdes psicoldgicas
superiores, pois o individuo ao interagir com o seu contexto,
mesmo néo tendo acesso direto aos objetos, dispoe de sistemas
simbdlicos que representam a realidade na base da experiéncia
e do conhecimento. A competéncia permite que o individuo
consiga, de forma abstrata, analisar e generalizar as caracteristicas
dos objetos a outros acontecimentos e contextos e fundamentar
a comunicacdo na sua func¢do de transmissdo das experiéncias
ao longo da histéria (Luria, 1976; Vygotsky, 1989).

Através da linguagem constréi-se a comunicagéo, a planificagéo
e aautorregulacdo dos processos de pensamento, sendo a fungédo
comunicativa a que o liga ao mundo externo, na relacio com os
intervenientes do contexto sociocultural e histérico. De igual
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forma, considera-se a Matematica um sistema de signos a serem
apropriados pelo aluno a partir da interagdo com o contexto, da
mediagdo dos professores e do desenvolvimento histdrico da
drea. Os signos funcionam como ferramentas para solucionar
problemas a nivel cognitivo, tais como recordar, analisar e decidir.

Outro conceito fundamental, que permite compreender a
importancia de integrar historicamente conceitos matemdticos, é
o de internalizacdo dos mediadores culturais. Para Abreu (2000),
o ato de contar dependera de uma reconstrugéo interpessoal dos
sistemas de contagem em uso num contexto cultural particular.
Neste sentido, alguns auxiliares mais objetivos, por exemplo
contar pelos dedos, serdo progressivamente transformados
em representacdes, subsididrias de um discurso interno que
permitird ao individuo tornar-se autébnomo, deixando assim
de depender desses auxiliares.

Na construcdo da internalizacio dos mediadores culturais,
destaca-se o papel estruturante do contexto através das
propriedades dos sistemas de signos de uma cultura e das
interagoes sociais dos membros dessa cultura com os aprendizes,
uma vez que os primeiros sdo detentores do conhecimento
do sistema de signos. Para esta construgdo é necessirio que
as culturas promovam processos de ensino-aprendizagem
potenciadores do desenvolvimento. E neste ambito que surge
o conceito de zona de desenvolvimento proximal em Vygotsky
— distancia entre os niveis de desenvolvimento real e potencial.
O primeiro refere-se a uma zona do desenvolvimento na qual o
individuo resolve, de forma independente, as tarefas que a sua
cultura lhe exige. O segundo configura um potencial que s6
serd atingido se, nessa resolucdo, o individuo tiver a mediagdo
de pares mais desenvolvidos, assumindo relevancia o papel do
professor e o dos métodos pedagégicos ativos.

FACTOS MARCANTES

A figura 1 reproduz uma elucidativa figura na tradugéo de Motte
(1739) dos Principia de Newton, considerado, juntamente
com Leibniz, um dos fundadores do Célculo (Boyer, 1968). O
enunciado conclui, da construgdo, que diminuindo a largura dos
retangulos inscritos e aumentando o seu nimero in infinitum,
a soma das areas dos retdngulos inscritos ou circunscritos a
curva e a drea delimitada pela curva serdo iguais.

Segundo Rickey (1996), o simbolo de integral aparece impresso
pela primeira vez em 1686 na primeira obra Sobre uma geometria
oculta e a andlise dos indivisiveis e infinitos de Leibniz. A
primeira vez que a palavra integral aparece associada ao simbolo
é num artigo de Jakob Bernoulli em 1690. O seu irméo Johann
explica o uso dessa palavra em resposta a uma carta de Leibniz:
consideracdo do “diferencial como uma parte infinitesimal de
um todo ou integral” (citado em Rickey, 1996, p. 34).

Kb—v”';m
N
%Mdo
|

A BF D E

Figura 1. Reprodugdo da figura 6 em Motte (1739, p. 44)

Segundo Kline (1972, Vol. I), a ideia mais influente do Calculo,
depois dos conceitos de derivada e de integral como limite de
uma soma, foi a de que o integral pode ser obtido invertendo
o processo de diferenciagdo. As conclusoes de Newton nesse
sentido foram generalizagoes de ideias de muitos matematicos
antes dele, tendo sido particularmente influenciado pelo trabalho
Arithmetica Infinitorum de John Wallis. No que diz respeito
a relacionar a soma de dreas infinitesimais com a reversio
do processo para obter taxas de variacdo instantaneas, numa
publicacdo de 1711 Newton determina a drea abaixo de uma
curva designando por momento de x o acréscimo infinitesimal
o feito a varidvel, e por momento da drea o acréscimo oy feito a
drea z=ax™ debaixo da curva.
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Figura 2. Reproducéo da Fig. 17.13 em Kline (1972, Vol. I, p. 360)

Newton designa por z + oy a drea delimitada pela curva,
pelos eixos e pela ordenada em x + o, concluindo que
z+0y=a(x+0)". Newton prova que y=amx1 dividindo o
desenvolvimento binomial por o e desprezando, sem rigor
formal, os termos com o. Reciprocamente, se a curva for definida
por y=amx"1  entdo a area abaixo da curva é dada por z=ax".
Como ja tinha expressado esta mesma drea como soma de areas
infinitesimais, Newton mostra assim que estas somas podem
ser obtidas por reversido do processo de derivacdo (Teorema
Fundamental do Célculo integral).
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Leibniz desenvolve em paralelo métodos andlogos mas com
diferencas, nomeadamente por o objeto de estudo inicial serem
sequéncias de numeros, a partir das quais faz a transicdo para
o Calculo pensando nos seus termos como imagens por uma
fungdo. Elucidativo pode ser o facto do ponto de partida de

x?

Leibniz para a igualdade f @ de =% ser o calculo da drea do
tridngulo de base x e altura y = x. Leibniz fara a transi¢do do caso
discreto das sequéncias para o caso geral em que dx e dy sdo
incrementos de uma fungdo arbitrdria. Concluird também que a
“integragdo como processo de soma é o inverso da diferencia¢ao”
(Kline, 1972, Vol. I, p. 375).

Tanto Newton como Leibniz foram responsdveis pelas
aritmetizacdo do Célculo e reducédo dos problemas de célculo
de dreas, até entdo tratados como somas, a processos de anti-
diferenciacdo. Mas o rigor formal s6 chegard século e meio
depois, no principio do século XIX, com as contribui¢oes de
Bolzano, Cauchy, Abel, Dirichlet e Weierstrass, que chamam a si
amissdo de “trazer ordem ao caos” (Kline, 1972, Vol. II1, p. 947).
Quanto a definicdo de derivada, foi Cauchy que introduziu as
quantidades dx e dy, cujo quociente é f"(x), em 1821. E também
Cauchy que publica a primeira demonstragdo formal do Teorema
Fundamental do Célculo.

O significado preciso do termo infinitesimal e a abordagem
nos cursos atuais de Calculo continua a ser assunto de debate.
Tall (1981) enuncia a premissa polémica de que o velho calculo
infinitesimal, criticado nos tltimos trés séculos por constituir uma
teoria imprecisa e imperfeita, pode ser perfeitamente satisfatério
em determinados contextos de ensino pré-universitario. Analisa
varias hipdteses de abordagem do conceito, iniciando com o
“velho e intuitivo método infinitesimal” de Leibniz (Tall, 1981,
p- 16), mas, depois de discutir a necessidade de ferramentas de
niveis distintos de sofisticacdo, conclui que o método do limite
dindmico, com exemplos numéricos e visualizacdes dindmicas,
pode constituir a melhor abordagem inicial.

HISTORIA, COMO?

Jankvist (2009) considerou trés categorias na utilizagdo da
Histéria da Matematica em sala de aula: ilumina¢ao; modular;
de base histdrica. Na primeira, a informacéo histdrica surge
como um complemento ao ensino-aprendizagem da Matematica.
Exemplo desta seria uma biografia de Leibniz. Na segunda, a
estruturacdo é por médulos dedicados a Histéria, como algumas
aulas relativas ao curriculo mas propiciando o estudo de outros
conteudos. O desenvolvimento da Matematica ao longo do tempo
fundamenta a terceira, aplicando-se indiretamente no ensino-
aprendizagem. Um exemplo seria a ordem de apresentacéo de
N,Q*,R,C respeitando a evolucdo histérica.

Katz, Dorier, Bekken e Sierpinska (2002) referem estudos
de caso que relacionam os dominios histérico e psicoldgico,
dando exemplos da Histéria da Matemdtica onde transparecem
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as dificuldades dos matematicos em problemas do curriculo
escolar numa versdo contemporanea, e para os quais parecem
existir dificuldades de aprendizagem. O exemplo que interessa
particularmente no contexto do Calculo Integral é o conceito
de limite, pois ai reside o mistério do termo infinitesimal. E
de alguma forma esclarecedor que a formalizagdo rigorosa do
conceito de limite, a instilacdo do rigor na Analise (Kline, 1972,
Vol. III) s6 tenha sido desenvolvida cerca de século e meio depois
da contribuicido de Leibniz e Newton.

O referido exemplo é objeto de pesquisa de Schneider (1988)
que conclui que as dificuldades na passagem da intuigdo para a
compreensao rigorosa no conceito de limite e as consequentes na
compreensio da nogao de integral como drea limitada por uma
curva, provém do mesmo obstdculo epistemoldgico: “os alunos
ndo conseguem separar na sua mente a matematica do mundo
ilusoriamente sensivel das medidas” (Katz, Dorier, Bekken &
Sierpinska, 2002, p. 150). Como referem Radford, Boero e Vasco
(2002), esse obstdculo é a fonte de erros previsiveis e recorrentes
de um individuo ao tentar utilizar conhecimento para resolver
um problema. Distingue-se de obsticulos individuais, como
as capacidades cognitivas, ou de obstaculos diddticos criados
pelas escolhas de ensino.

Bussi e Sierpinska (2002) consideram que a abordagem histérica
no ensino da Matemadtica pode ser feita de forma explicita, com
a consulta de documentos ou estudos histérico-epistemoldgicos
relacionados com os conceitos, mas também pode ser implicita.
Na investigacdo de Schneider (1988) as tarefas sao desenhadas
com o intuito de confrontar os alunos com as suas crencas
prévias. A mediacdo do professor é fundamental para garantir
a consciencializagdo das perce¢des da Matematica pelos alunos
e das suas conexdes com os fendmenos fisicos percetiveis.
A eficiéncia desta abordagem deve ser testada caso a caso,
atendendo a especificidade dos contetidos, a origem sé6cio-
cultural dos estudantes e as varidveis didéticas precisas.

Mason (2002) sugere a Histéria da Matematica para humanizar,
advogando que alguns alunos podem ser conquistados se tiverem
nocao das dificuldades que os matematicos passaram ao longo
do tempo, sujeitos as suas proprias paixoes e fragilidades, para
chegar a resultados que foram sendo aperfeicoados. Para isso
sugere taticas para as aulas, que contribuam para a aprendizagem
dos alunos e o enriquecimento do curriculo: recolher uma colegéo
de retratos e curiosidades sobre matematicos ou teoremas
importantes; localizar os momentos em que certos simbolos
ou ideias emergiram e a sua evolugéo; explorar controvérsias; e
estabelecer conexdes entre resultados que surgem em diferentes
momentos de aprendizagem e para os quais ndo se adivinha a
partida uma ligacéo.

O fazer matemdtica, processo heuristico que inclui erros e
duvidas, tem vindo gradualmente a ser reconhecido como
muito importante do ponto de vista didatico. A comunicagéo da
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Matemidtica é, em geral, organizada de forma linear, mas esconde
as motivagoes e as dividas que surgiram no seu desenvolvimento.
A integracdo da Histéria da Matematica no ensino, com reservas
elencadas por Tzanakis e Arcavi (2002), pode contribuir para
mostrar aos alunos que erros, ddvidas, argumentos intuitivos,
becos sem saida, controvérsias e abordagens alternativas sao
parte integrante da construgdo matemdtica. A integragdo
pode ser direta, com factos e fontes histéricas, mas também
indiretamente inspiradora numa abordagem genética do
ensino-aprendizagem (Tzanakis & Arcavi, 2002). Esta visdo,
caso particular das abordagens de base histérica, considera
fundamental, para a atribuicdo de significado pelos estudantes,
o caracter de necessidade do objeto de estudo como solucéo
para um problema. Segue a metodologia de recuperar as ideias
chave e questoes que originaram novos caminhos de investigacao
ao longo da evolugéo histérica do assunto estudado, e tentar
reconstruir os passos de forma didaticamente apropriada para
a sala de aula.

Schneider (2002) apresenta exemplos, inspirados na Histéria
da Matemitica, do grupo de trabalho Abordagem Heuristica
da Analise. Reproduzimos aqui a abordagem do conceito de
limite, pois nela reconhecemos a introducéo a defini¢do de
integral na nossa pratica letiva, ainda que com o auxilio de
representacoes visuais.

Considera-se a drea limitada por y=x3, x=0, e y=0.
Preenche-se esta com n-I retdngulos inscritos, cuja soma
das dreas é dada pela sucesséo:

1oV 1 T, 1m@-1\ n*-20%+4n2 1/ 2 1
Sl S
Zun" \n n* " n* 2 4n# 4 n n?
i=0 i=0
Considera-se também a sucessdo definida pela soma das areas
dos retangulos circunscritos:

“lex(i+1)3_1X“Z"1,+13_1(n(n+1))2_1(1+2+1)
2 ) s L0 D =t ) =ity te)

i=0 i=0

As duas sucessdes tém ambas limite % . Para provar que o
valor da drea pretendida é este limite, observa-se que a mesma
é limitada pelas duas sucessoes (Schneider, 2002, p. 246).

Também encontramos este tipo de abordagem genética em
Paschos e Farmaki (2011). Os autores recuperam elementos
historicos do século XIV, relacionados com o estudo do
movimento no final da Idade Média, destacando o papel das
representagdes geométricas do movimento e da Geometria
Euclidiana no aparecimento do Calculo. Transcrevem
enunciados de alguns matematicos, designados na época por
calculadores, onde sdao definidos os conceitos de velocidade
instantanea, movimento de aceleragdo uniforme e nio uniforme,
e se enuncia o Teorema da velocidade média, acompanhados
das representagdes na figura 3.
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Figura 3. Representacoes de abordagem genética (Paschos &
Farmaki, 2011, p. 148)

As tarefas de Paschos e Farmaki (2011) sdo baseadas em situacoes
de estudo de um movimento, em particular usando gréficos
tempo-velocidade para a representacdo que sdo familiares
aos alunos. Estes identificam a representacao de grandezas
relacionadas com o movimento (tempo, velocidade, distincia
percorrida) nos gréficos, instrumentos fundamentais de
mediagdo numa abordagem intuitiva a conceitos matematicos.
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O terceiro encontro de professores organizado

Flexibilidade curricular em pela Associacdo de Professores de Matemética e o
- Instituto de Educagdo da Universidade de Lisboa,
Matematica no ambito de um protocolo de colaboracio entre
perspetivas, experiéncias, interrogacoes estas instituicoes, serd dedicado a reflexio sobre a
encontro de professores flexibilidade curricular em Matemadtica nos diferentes

niveis de escolaridade, num momento em que este
tema estd na ordem do dia, assumindo-se também
como um tempo e um espaco de formacio de
professores.

5 de maio de 2018
Instituto de Educagéio da Universidade de Lishoa

Pretende-se, com este encontro, aprofundar a
reflexdo e o debate em algumas questdes relativas
a flexibilidade curricular nomeadamente no que
se refere ao Projeto de Autonomia de Flexibilidade
Curricular (PAFC). Com esta finalidade apresenta-
se um programa do encontro com trés Sessoes
plendrias — uma conferéncia seguida de debate,
uma apresentacdo do PAFC, um painel sobre aspetos
especificos do tema do encontro — e sessoes paralelas
de Grupos de Discussio por ciclos de escolaridade.

O encontro realiza-se em Lisboa no Instituto de
Educagio, a 5 de maio de 2018, entre as 9 horas e 30
minutos e as 17 horas e 30 minutos. A Associa¢ido de
Professores da Matematica e o Instituto de Educacio
convidam a participagdo os professores do ensino
bésico e do ensino secunddrio, a quem o encontro é

Informacdes e inscricdes em: www.apm.pt

organizacao
Instituto de Educag@o da Universidade de Lisboa

Associacto de Professores de Matematica
particularmente dirigido.

.
U Ic APM O encontro serd certificado como acdo de curta
Lssan Instituto de (R i
—— Educacio Sl

duragéo (Despacho n.° 5741/2015 Artigo 3.°).
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