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As aprendizagens mateméticas dos alunos devem ser promovidas
com base na compreensdo e no raciocinio. Compreender e saber
operar com numeros ¢ essencial para o percurso escolar dos
alunos e para a sua vida quotidiana. Neste artigo, argumentamos
que esta compreensdo ndo se adquire apenas através da
manipulagdo simbdlica e da memorizacéo e aplicacdo de regras
e procedimentos de cdlculo, mas principalmente através de um
ensino que contribua para o desenvolvimento do pensamento
relacional dos alunos.

O QUE E O PENSAMENTO RELACIONAL?

Usar o pensamento relacional é mobilizar as propriedades
fundamentais das operagdes e da igualdade para analisar e
resolver problemas tendo em conta o seu contexto (Empson,
Levi & Carpenter, 2010).

Desde muito cedo, de forma intuitiva, os alunos desenvolvem
e usam conexdes aritméticas simples relacionadas com as
propriedades das operacdes (Carpenter, Franke & Levi, 2003;
Empson et al., 2010). Por exemplo, quando um aluno tem de
adicionar 50 com 30 e diz que sdo 80 porque 5 mais 3 d4 8
e depois multiplica por 10, usa a propriedade distributiva da
multiplicacdo em rela¢do a adi¢do [50+30=(5+3)X10].
Se, para dividir 63 por 7, responde que é 9 porque 7 X 9=63,
recorre a identidade fundamental da divisdo. Ou ainda, se
para calcular 8 X3/8 , diz que se 8 grupos de 1/8 ¢ igual
a unidade, entio entdo 3/8 serdo trés unidades, é porque
recorre a decomposicdo de nimeros, a propriedade comutativa
e associativa e ao produto de um nimero pelo seu inverso
(8X3/8=8%X3X1/8=8X1/8X3=1X3=3).

Se nos desafiarem a pensar sobre o nimero 48 ou sobre a fragdo
3/4, muitas serdo certamente as representacdes e operacoes
que surgem na nossa mente (figura 1). Podemos recuperar
imagens mentais de representacdes icénicas do ndmero,
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como o modelo de drea ou a reta numérica que nos remete
para uma compreensio do nimero 48 como estando préximo
de 50, ou entdo representagoes simbdlicas de um conjunto de
operagodes cujo resultado é 48, e que espelham composi¢oes e
decomposi¢oes de nimeros. Por exemplo, 4 X 12 relaciona-se
diretamente com 2 X 24 se pensarmos em relacoes de dobro

e metade.
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Figura 1. Representagdes e operagdes associadas a 48 e 3/4

AGOSTO :: SETEMBRO

#143



No caso da fragdo 3/4, podem igualmente surgir representacgdes
icénicas que se associam aos diversos significados de niimero
racional, como é o caso da relagio parte-todo quer em unidades
discretas quer em unidades continuas ou & medida, como é o
caso da reta numérica. As representagdes simbdlicas podem
surgir ndo sé associadas a fracdes equivalentes como é o caso
de 6/8, a representacdes equivalentes dos nimeros racionais
como é o caso de 75% ou 0,75, mas também a operagdes cujo
resultado seja 3/4. E de notar que o entendimento dos nimeros
48 e 3/4 ndo se esgota nas situagdes aqui apresentadas.

Embora as expressoes indicadas na figura 2 envolvam os mesmos
numeros, o modo como as podemos resolver é diferente pois
o seu nivel de exigéncia cognitiva ndo é o mesmo. Enquanto
a resolucdo da expressdo 12+4=0[] requer a compreensido do
sinal de igual como indicativo de uma resposta, as expressoes
12+0=16 e 16=[0+12 envolvem uma compreensio relacional
daigualdade. A forma redutora com que os alunos usualmente
percecionam o significado do sinal de igual é um entrave ao
desenvolvimento do pensamento relacional e, consequentemente,
ao desenvolvimento do pensamento algébrico.

12+4=0
12+0=16
16 =0+12

Figura 2. Expressoes com e sem valor em falta

O modo como cada um pensa sobre nimeros espelha as
aprendizagens, formais e ndo formais, que teve oportunidade
de experimentar. De salientar a importancia dos contextos na
aprendizagem dos nimeros com compreensao, onde os alunos
dao exemplos do modo como pensam enquadrando os nimeros
em contextos previamente conhecidos. Por exemplo, quando no
célculo mental um aluno explica que, para calcular 3/4-1/2
“Imaginava uma piza na minha cabega onde tivesse fora uma
fatia,1/4, etiraval/2. Ficava 1/4’ estd a relacionar a expressdo
numérica com um contexto conhecido em que 3/4 pode associar-
se ao modelo circular apresentado na figura 1.

O pensamento relacional centra-se na compreensao e uso
de um conjunto de relacdes (como as que apresentdmos). O
seu desenvolvimento apoia a compreensao dos ndmeros e
das operagoes influenciando as estratégias de resolucdo de
problemas dos alunos e levando-os a usar relacdes numéricas
que lhes sdo familiares para estabelecer novas relagdes e efetuar
o calculo, ou mesmo a recorrer a contextos que possam apoiar
os seus processos de raciocinio. Na perspetiva de Empson et
al. (2010), se o desenvolvimento do pensamento relacional dos
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alunos for apoiado, o conhecimento acerca da generalizagdo
das propriedades dos nimeros e das operagoes torna-se mais
explicito e pode ser a base para a aprendizagem da algebra nos
niveis de escolaridade seguintes, contribuindo para reduzir
os erros e equivocos dos alunos. O trabalho em torno do
desenvolvimento do pensamento relacional na sala de aula
constitui uma mudanca essencial na abordagem aos numeros e as
operagdes, uma vez que, como dizem Jacobs, Franke, Carpenter,
Levi e Battey (2007), o foco deixa de estar no calculo de respostas
(foco aritmético) para passar a estar na andlise de relacoes (foco
algébrico) importantes para a aprendizagem da élgebra.

Por vezes, o ensino dos nimeros e das operagdes centra-se
demasiado na manipulacdo simbdlica e na realizacdo de
algoritmos, nos primeiros anos de escolaridade, sem que os alunos
compreendam a grandeza e valor dos nimeros e as relagdes
entre niimeros e operagdes. Alguns estudos nacionais resultantes
de trabalhos de mestrado e doutoramento, que apresentamos
de seguida, realcam a importancia do desenvolvimento do
pensamento relacional dos alunos apresentando tarefas que
podem ser realizadas com os alunos ao longo do ensino bésico.
Apesar de terem sido realizados num determinado ano de
escolaridade, estas tarefas sdo transversais a todo o ensino basico
quando sujeitas a alguns ajustamentos. Isto é, a resolucdo de
igualdades e desigualdades ndo se resume a um trabalho no
1.° ciclo; ndo se incentiva o célculo mental dos alunos apenas
no 1.° e 2.° ciclo; nem se propoe a exploracio de sequéncias
apenas no 3.° ciclo.

PENSAMENTO RELACIONAL: ALGUNS EXEMPLOS

Raquel Cerca, em 2014, na sua dissertagdo de mestrado, apresenta
tarefas no ambito da igualdade (figura 3) e desigualdade (figura
4)no 3.° ano. A resolugdo indicada na figura 3 mostra que o aluno
usou a “propriedade comutativa na subtracdo”, quando esta ndo
existe. Esta tendéncia de pensar em 612 como igual a 12-6
devera fazer-nos questionar se ndo deveremos apresentar muito
mais vezes aos alunos expressoes do tipo “6=__ —12” (em vez de
apenas “__ —12=6") de modo a ajudar os alunos a desenvolver
a sua compreensdo do significado do sinal de igual, bem como
a ndo existéncia da propriedade comutativa na operagdo inversa
da adig@o.

6=6-12porque6+6 é12e12-6 dal2
Figura 3. Relagdo de igualdade

Na figura 4, a questdo A requer que os alunos compreendam o
significado do simbolo “>” para que percebam que o valor em
falta tem de ser inferior ao resultado da expressio apresentada.
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A estratégia do aluno centra-se na resolugdo da expressdo
10+1=11 em que retira 1 a 11 para chegar a um valor menor.
A par disto, o significado do sinal de igual parece ndo estar ainda
devidamente compreendido, uma vez que o aluno, na expressao
10+1=11-1=10 usa-o como um separador dos passos que
realiza de forma sequencial e ndo como um sinal de equivaléncia.
Este é um procedimento que surge com alguma frequéncia
nas resolugdes dos alunos e para o qual os professores devem
estar atentos para assim poderem discutir e corrigir conce¢des
incorretas. Na questdo B, uma grande parte dos alunos realiza
as operagdes para poder comparar as somas e assim decidir
que sinal colocar entre elas, quando a analise de relagdes entre
as parcelas é suficiente para resolver a tarefa. Contudo, existem
alunos que estabelecem estas relagoes verificando que, se 39 e
42 tém mais uma unidade que 40 e 43, respetivamente, entdo
a expressio da esquerda é menor que a da direita.
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Figura 4. Relagdo de desigualdade

Célia Mestre em 2014, no seu trabalho de doutoramento, cujo
objetivo era desenvolver o pensamento algébrico dos alunos no
4.° ano, apresenta diversas tarefas das quais destacamos duas,
que apoiam a generalizacdo de estratégias de calculo e as relagdes
de dobro e metade (figuras 5 e 6). A figura 5 apresenta parte
de uma tarefa cujo objetivo era explorar estratégias de calculo
usando dobro e metade (o dobro dos valores da tabuada do
quatro corresponde & tabuada do oito) e a generalizacdo destas
estratégias para além dos casos particulares. A estratégia A da
figura 5 apresenta a explicitacdo da generalizacdo da estratégia de
célculo em linguagem natural e a estratégia B uma generalizagdo
em linguagem matematica. Durante a discussdo coletiva os
alunos sao desafiados a substituir o “?” por diversos nimeros
em expressoes semelhantes para que compreendam o simbolo
como a representacdo de “um nimero qualquer”

A andlise e discussao da estratégia B fez com que os alunos
percebessem que esta ndo pode ser verdadeira porque a seguir
ao dltimo sinal de igual ndo pode estar “?’; pois assim toda a
expressio ficaria igual ao valor atribuido a “?” E durante a

discussdo da validade desta expressdo que surge a representacao

”

correta em linguagem matemadtica —“? X 8=2 X (? X 4)

“Calcular usando o dobro”

Na turma da Sara, os alunos estavam a calcular produtos:

.4 4L ‘,, Quero calcular 6x8, mas ndo me lembro da tabuada do 8!
- - Ah! Mas sei bem a tabuada do 4 e sei que 6x4 é 24.
Entdo 6x8=2x24=48

A Para descobrirmos a tabuada do 8 fazemos o
dobro (x2) da tabuada do 4.

B ?X8=2X(?2X4)=2?
6X8=2X(6X4)=6

?=6
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Figura 5. Tarefa “calcular usando o dobro” e exemplos da
generalizacdo de estratégias dos alunos, correta (A) e incorreta (B)

Na figura 6, apresentamos uma tarefa onde os alunos sido
desafiados a pensar sobre “A estratégia do Afonso” Esta tarefa tem
objetivos semelhantes & anterior, mas pretende especificamente
explorar a relagdo inversa da tarefa anterior (multiplicar por 5 é
equivalente a calcular metade da multiplicacio por 10).

“A estratégia do Afonso”

0 Afonso quer calcular este produto:

36x5=

E facill

A resposta é 180.

Se eu fizer 36x10 da 360, como 5 é metade de 10, 36x5 é
metade de 360.

1. Aresposta do Afonso estd correcta? Justifica.

36x10 = 360 36X5 = 180
2 2 x2  |x2
36x5=180 36x10 = 360

Figura 6. Tarefa “A estratégia do Afonso” e exemplo da relacdo
aritmética entre dobro e metade
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A andlise da estratégia apresentada na figura 6 permitiu explorar
o entendimento dos alunos face a multiplicagdo por 10 e
evidenciar a relacdo inversa entre as operagdes multiplicacdo
e divisdo. A andlise e discussdo desta estratégia de resolugéo,
permitiu que os alunos chegassem a uma generalizagdo em
linguagem natural — “Para descobrirmos a tabuada do cinco,
fazemos metade da tabuada do dez”.

Em 2016, Renata Carvalho apresenta propostas centradas no
desenvolvimento do célculo mental com nimeros racionais dos
alunos de 6.° ano, onde privilegia diversas relagdes numéricas,
entre elas a relacio entre representa¢des dos niimeros racionais
(figura 7) e relacdes de dobro (figura 8).

Qual o valor exato de...

1 1
—_= 7=
4 2
Gongalo: Deu-me % Eu fiz por porcentos . .. Vi % S

25% e % ¢ 50. Entdo dividi . . . Eu fiz 43 a dividir por
> que é 25 + 50.

Figura 7. Relag@o entre representagdes

Na figura 7, a estratégia de Gongalo evidencia a mudanga da
representacdo fraciondria para percentagem, onde este opera
com percentagens como se fossem niimeros naturais, recorrendo
auma propriedade da divisio (divisor = dividendo+ quociente).

Qual o valor exato de...

5%de?=3

Eva: Eu passei o 5% para 10% que era mais facil. Mas
tive de multiplicar por 2 e entdo tinhamos de multiplicar
o resultado por 2 também, 6. . . Depois multipliquei 10
por 6 que da 60.

Figura 8. Relagdo parte-parte e de dobro

Na figura 8, a estratégia de Eva real¢a a importancia do trabalho
em torno de numeros de referéncia, neste caso 10% e da rela¢ao
parte-parte (5% e 3).

As relagoes de dobro que apresentdmos nas figuras 5 e 6, a
propésito do trabalho de Mestre (2014), surgem aqui como
ferramenta essencial ao estabelecimento de relacbes com
compreensdo num conjunto numérico mais complexo, o dos
numeros racionais. Isto reforca a nossa conviccdo de que o
desenvolvimento do pensamento relacional deve ser transversal a
toda a aprendizagem de modo a fornecer aos alunos ferramentas
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para poderem pensar sobre niimeros e operagdes, em qualquer
nivel de ensino.

Joana Mata-Pereira, em 2015, no trabalho de doutoramento
em desenvolvimento, propde a exploracdo de justificagdes
dos alunos. Na figura 9, apresentamos parte de uma tarefa de
sequéncias que tem como objetivo a producéo de justificagoes
e generaliza¢des pelos alunos.

1. Observa a seguinte sequéncia de figuras formadas

por pontos.
-
L .
- - .«
L L L B
~ ~ <
. .
.«

1.3. Existira alguma figura com 86 pontos? Justifica a
tua resposta.

Figura 9. Tarefa usada por Mata-Pereira (2015) para explorar
justificagdes dos alunos

Os didlogos seguintes mostram o modo como a professora, no
momento de discussdo coletiva, gere as respostas dos alunos
no sentido de apoiar a formulagao de justificagoes:

Duarte: Foi. 86 menos 1 a dividir por 4.

Professora: Assim Duarte [referindo-se a 8-1 ]? Estd bom

para ti? Nao sei se é isto, estou a perguntar, é isto? E isto ou é

86 _4 1°
K112

Duarte: Primeira.

()

Professora: Quem pensou de outra forma? ... .

isto [escreve

Anténio: A medida que pensamos, mais quatro, os nimeros
iam ser sempre impares. Entdo, o nimero ia ter sempre mais
quatro unidades.

()

Professora: OK. Eles foram somando. A sequéncia é uma
sequéncia de numeros impares . . . Na sequéncia ndo aparecem
[ntumeros pares]. Justifiquem, acrescentem esta justificagdo, OK?
Que era outra forma de justificar. Ndo aparecem ntimeros pares.

()
Joaquim: N6s fizemos... NOs justificdmos que ndo era multiplo
de 4.

Professora: (...) este argumento serve ou ndo para justificar. Uma
de vocés que me explique, ou entdo as duas em coro.

Bianca: Se eles dissessem que 85 néo era multiplo de 4 podiam
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fazer isso, mas... Porque, entdo, tem de ser, para ser multiplo de
4 nés tiramos um, que é o ponto central. . . O niimero de pontos é
86, 56 que nds queremos tirar primeiro o ponto central, s6 depois
é que podemos dividir por 4.

Estes didlogos mostram o modo como a professora transforma
em linguagem matematica a linguagem natural usada por Duarte
escrevendo duas expressoes no quadro ( 854_‘1 e %-1 ), para
que este possa dar uma resposta com base na interpretagdo que
faz destas expressoes e desafia os alunos a apresentarem outras
estratégias. Partindo da estratégia de Anténio e da afirmacdo
de Joaquim, a professora incentiva Bianca a apresentar uma
justificacdo devidamente clara e fundamentada. O objetivo
desta tarefa, embora ndo esteja explicito nos didlogos que aqui
apresentamos é que os alunos cheguem ao termo geral — a
generalizacgdo.

CONCLUSAO

Os exemplos apresentados ilustram o que consideramos
essencial na aprendizagem dos numeros e das operagdes
no ensino bdsico, nomeadamente, a importancia do
desenvolvimento do pensamento relacional. Este deve iniciar-se
logo nos primeiros anos para que ao longo da escolaridade os
alunos se possam ir munindo de ferramentas que os ajudem a
compreender e a pensar sobre niimeros e operacgdes de forma
relacional. Existem conceitos bdsicos essenciais no processo
de desenvolvimento do pensamento relacional que, de forma
progressiva, permitem uma aprendizagem facilitadora da
transi¢do da aritmética para a dlgebra. Na perspetiva de diversos
autores como Carpenter et al. (2003), Kieran (2004), Ponte,
Branco e Matos (2009) e Carvalho (2016), esta aprendizagem,
deve focar-se:

+ emrela¢des e ndo apenas no célculo e na resposta numérica;

+ nas operagdes e suas inversas, e na ideia relacionada de
operar/nao operar;

« na valorizagdo das representagdes e nas resolugdes, e ndo
apenas nas resolucoes;

+ em numeros e letras, e ndo apenas nos nimeros;

» na compreensdo do sinal de igual enquanto relacdo de
equivaléncia;

+ na diversidade de contextos de aprendizagem;

« na valorizac¢io do uso de expressoes de valor em falta;

 na promocao de discussdes matemadticas na sala de aula.

Desenvolver o pensamento relacional dos alunos implica ter uma
perspetiva da aprendizagem dos nimeros e das operagdes mais
relacional e ndo tio mecanicista. A capacidade de mecanizar

e aplicar bloqueia perante pequenas mudangas nas situacoes e
rapidamente se esquece, enquanto a capacidade de relacionar
assente em referéncias e aprendizagens significativas € muito
mais duradoira e mobilizdvel para novas situagoes.
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