
SÃ£ inÃºmero os 
exemplos de 

fenÃ³meno 
periÃ³dico que, por 

todo o lado, se 
sucedem. Alguns 

serÃ£ mais 
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outros, mas com 
situaÃ§Ãµ bastante 

simples podem 
surgir pistas para o 

tratamento da noÃ§Ã 
matemÃ¡tic de 

funÃ§Ã periÃ³dica 
Essa Ã a proposta 
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procura tambÃ© 
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utilizar a Folha de 
CÃ¡lcul na 

exploraÃ§Ã deste tipo 
de funÃ§Ãµe 

FunÃ§Ã³ periÃ³dica na 
Folha de Calculo 

Susana Carreira 

Vivemos num mundo f6rtil em 
fenÃ³meno periÃ³dico ou, pelo menos, 
aproximadamente peri-dicos. O planeta 
em que habitamos efectua movimentos 
periÃ³dicos quer rodando em tomo do 
seu eixo, quer ao descrever a sua 6rbita 
em volta do sol. Esperamos a luz do dia 
e o escurecer da noite com uma certa 
periodicidade,comoesperamos tambÃ©m 
periodicamente, o ver20 ou o inverno. 
No nosso quotidiano deparamos com 
diferentesperiodicidades. comonoscasos 
em que compramos o nosso jornal diÃ¡ri 
ouo semanÃ¡ri preferido. Seperdemoso 
autocmouocombo~o,ficamosaaguar- 
dar o pr6xim0, esperanÃ§oso de que a 
periodicidade da tabela dos horirios se 
concretize. A prÃ³pri filaquenosaguarda 
no transporte matinal e no regresso a 
casa tem o dom de nos causar acessos 
periÃ³dico de impaciÃªncia 

S2o inÃºmero os exemplos de 
fenÃ³meno periÃ³dico que, por todo o 
lado, se sucedem. Uns scr2o mais inte- 
ressantes doqueoutros, mas hÃ situaws 
relativamente simples que poder20 for- 
necer pistas para o tratamento da nopo 
matemAtica de fungo periÃ³dica 

Parar o tempo para medir o 
tempo 

Muito antes de existirem autocarros, 
jA se sentia a necessidade de medu O 

tempo. Um dos primeiros instrumentos 
criados pelo homem para prover a essa 
necessidade foiaampulheta. OprincÃ­pi 
de funcionamento 6 simples: dois reci- 
pientes de vidro, geralmente de forma 
cÃ³nica unidos pelos v6rtices, por onde 
comunicam; um dos cones estÃ cheio de 
areia ou de Agua, que vai escoando para 
o outro cone, pela a acgo da gravidade, 
com umdÃ©bitodeescoamentoconstante 
Desde que o conteÃºd do vaso "supe- 
rior"com~aaescoarat6que6tolalmente 
recolhido novaso"inferior",decorre um 
intervalo de tempo determinado. Se a 
ampulheta for, por exemplo, de 15 mi- 
nutos, saberemos quando passou exac- 
tamenteesse tempo. Podemosent'ovirar 
a ampulheta, contar mais 15 minutos e 
repetir este processo sucessivamente. 

Suponhamos agora que queremos 
medu intervalos de tempo menores com 
uma ampulheta de Ã¡gu de 15 minutos. 
Poderemos entÃ£ tentar graduÃ¡-l para 
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intervalos de meio minuto, criando uma 
escala que nos permita ler o tempo a 
partir do nÃ­ve de Agua no recipiente 
receptor.Estaremosassim,peranteapos- 
sibilidade de trabalhar com uma funÃ§ii 
que relaciona o nÃ­ve da 6gua. N, no re- 
cipiente "inferior" com o tempo. 

O grÃ¡fic 1.1 dapiginaanteriorpre- 
tende ilustrar de que forma o nÃ­ve de 
lÃ­quid no cone "inferior" varia com o 
tempo, considerando que a ampulheta 6 
sucessivamente virada de 15 em 15 
minutos. Este gr%co foi obtido a partir 
de uma tabela de valores constmida na 
Folha de CAlculo. 

Antes, por6m, de recorrer h Folha de 
Chlculo, h6 que estabelecer analiti- 
camente uma express'o que permita 
calcular o nÃ­ve do lÃ­quid a partir do 
tempo decorrido. Poderemos adoptar os 
seguintes valores como dados: 

Volume de cada cone: 30 cm3 
Altura de cada cone: 5 cm 
Dtbito de escoamento da 6gua: 2 cm'lmn 
Tempo total da ampulheta: 15 mn. 

ComccemospordefinirarelaÃ§iÃ­oq 
se verifica enm o volume de lÃ­quid no 
cone "supcrior"eo tempo, & medidaque 
o lÃ­quid se vai escoando. Facilmente se 
conclui que sek 

(1) V(t) = 30-21 (cm cm3) 

Em seguida, e com base no esquema 
dafigura 1. somoslevadosaconcluirque 
o nÃ­ve da 6gua. N, 6 dado pela diferenÃ§ 
entre 5 c a altura do cone de Agua exis- 
tente no recipiente "superior". 

Fazendo intervir a f6rmula do vo- 
lume dc um cone, conhecidos o raio da 
base e a altura, e algumas noÃ§'e de 
trigonomcÃ¼ia podemos ent'o deduzir a 
exprcss5lo: 

Uma vez deduzida a express'o de 
N(t), opmblemaquesecoloca6odeen- 
contrar um processo para construir na 
Folha de CAlculo as seguintes funÃ§'es 

Figura I 

V. [O, .~<x>[ > IR formalizar na Folha de CÃ¡lcul as des- 
continuidades de cada uma das funÃ§Ã¼ 

V(t) = 30 -2t se Wtc15 nos pontos da forma t=15n, com 
V(t) = 30 se t=15 n e IN.Uma das formas possÃ­vei de se 
V(t) = V(t-15) se t>15 exprimir, atravÃ© da Folha de CÃ¡lculo 

aquilo que se verifica, para cada n 6  IN: 

N: [O, +oo[ > IR 

seWtc15 
lim V(t) = 0 l i  N(t) = 5 

N(t) = 5 - t->15ti t->15n- 

se t=15 serÃ "autorizar" queacadavalordafonna 

se t>15 t=15n, com n e  IN, correspondam duas 
imagens diferentes. 

Vejamos, cnt'o, um procedimento 
que satisfaz este requisito, para a cons- 

Nota: unÃ§iÃ da tabela de valores na Folha de 

V(t) traduz a variacÃ£ de volume de igua C6lculo. 
. 

no recipiente "superior. 
N(t) traduz a variaÃ§Ã de nÃ­ve de 6gua no 
recipiente "inferior". 

Ambas as funÃ§'e s'o periÃ³dica de 
perÃ­od P=15, facto que corresponde a 
virar a ampulheta (instantaneamente!) 
de 15 em 15 minutos. 

A grande quest'o a resolver 6, no 
fundo, a de conseguir um processo de 

lvasso: ConstruÃ§' de uma coluna 
auxiliar, onde serÃ£ gerados os primeiros 
termos da sucesso dos elementos de 
INo. 

COLUNA A: 
AI: O 
A2: Al+1 
COPY 
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2"asso: ConstruÃ§ii de uma coluna 
devalores que traduzirÃ£ou tempo"vir- 
tual", que tambÃ© se poderÃ designar 
como o "tempo da ampulheta". 

Ncsta coluna pretendemos simular a 
ideia de que ao fim de 15 minutos, o 
tempo recomeqi a partir do zero; quere- 
mos ainda que o incremento seja de 0.5 
(meio minuto). Podemos aqui, lanÃ§a 
m'o da cxistbncia da funÃ§ii MOD na 
Folha (te CÃ¡lculo funÃ§ii essa, que per- 
mitccalcularorcstodadivis~o inteirade 
um nÃºmer por outro. Aproveitando 
assim, as classes de resto da divisa por 
31, consiruimos a coluna B. 

COLUNA B: 
B1: 0 
B2: MOD (A2,31)*0.5 
COPY 

3Â passo: ConstruÃ§ii de uma coluna 
dc valores que ir20 corresponder a um 
tempo "real". 

Nesla coluna queremos que o tempo 
sofra uma espÃ©ci de paragem para cada 
valor ~=15n, n e IN. masqueem seguida 
continue a aumentar. Faremos ent'o: 

COLUNA C: 
C1: O 
C2: IF( B2=0, Cl, Clt0.5) 

4Â passo: ConstruÃ§iÃ das imagens 
das funÃ§Uc N e V, utilizando como ob- 
jcctos, ou seja, para valores de t, o con- 
teÃºd da coluna do tempo "virtual", de 
forma a conseguir traduzir a natureza 
periÃ³dic das mesmas. Basta-nos aqui 
introduzir as f6rmulas jÃ deduzidas para 
exprimir o volume e o nÃ­vel (1) e (2). 

Podcmosagora,mpresenÃ§adatabel 
de valores obtidos (tabela 1.1). analisar 
pacificamente quais os que constituem 
imagens das respectivas funÃ§'e e quais 
os que representam "falsas imagens". 

Tcndo esta ideia bem presente, serÃ 
porventuraintercssanicinterprelaralguns 
dos grÃ¡fico que podem serconstiuidos 
(grÃ¡fico 1.1,1.2,1.3). 

Tabela 1.1 

Grffico 1.2 

VARIACAO D O  VOLUME C /  O TEMPO 
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VOLUME B AT-2V.L 

40 
TEMPO ,(ml 

Provavelmente, a primeira obser- 
vaÃ§' que nos ocorre 6 a de que a Folha 
de CÃ¡lcul n'o obedece As convenÃ§Ãµe 
aque estamos muito habituados, sobre o 
modo de represeniaÃ§' grAiica de uma 
fungo. Onde est'o as linhas verticais a 
tracejado e as bolas abertas e fechadas? 
Ou serÃ¡queaimpo~ciadestasquestSe 
de rigor fica muito aqu6m da real com- 
preensao do fen6meno e dos conceitos 
matemÃ¡ticosqueaqu est'oenvolvidos? 

Talvez valhaapenadiscutirumpouco 
alguns aspectos que, a este respeito, me 
parecem fundamentais. Em primeiro 
lugar, chamarei a atenÃ§il para o factode 
que todooprocessodeconstruÃ§~ destas 
fiJnÃ§0e na Folha de CÃ¡iculo acentua 
fortementean~ointuiiivadeque,numa 
funqo peri-dica, h6 "uma parte do 
grifico que se vai repetindo ao longo do 
domÃ­nio" Alem disso, torna-seevidente 
a ideia de que basta conhecer o compor- 
tamento da funÃ§' num intervalo do seu 
domÃ­nio correspondente a um perÃ­odo 
parasepoderdefinirafungtoemqualquer 
outro ponto. Esta 6, na verdade, a justifi- 
caÃ§iloparaacriagtod umacolunadesti- 
nada ao tempo "virtual". Por outro lado, 
apr6pria naturezaperi6dica dequalquer 
das funÃ§'e tem uma tradugto muito 
concreta no efectivo acto de virar a 
ampulheta periodicamente. Diria ainda, 
queaassimilaÃ§Sodosignificadorea dos 

pontos de descontinuidade da forma 
t=15n,comn e IN,vem naturalmenteda 
observaÃ§' do que sucede quando volta- 
mos a ampulheta. Num certo instante, o 
cone "inferior" estÃ cheio e no instante 
seguintepassa aestar vazio. O mesmo se 
poderÃ dizer relativamente ao problema 
dos limites laterais nos pontos de des- 
continuidade; se o tempo decorrido 6 
suficientementepr6ximo de 15 mn, mas 
6 ainda inferior, o cone receptor estÃ 
quase cheio, ao passo que, se o tempo 6 
suficientemente pr6ximo de 15 mn, mas 
jA superior, o cone receptor estÃ quase 
vazio. SerÃ tamb6m oportuno referir a 
dependÃªnci que existe enire o volume 
deigua existenteno cone "superior" e o  
nÃ­ve que se regista no cone "inferior", 
que surgede forma nÃ­tidan grÃ¡fic 1.3. 
De facto, torna-se a' bem claro que hÃ 
uma correspondÃªnci entre os mÃ¡ximo 
relativos da funÃ§il V eos mÃ­nimo rela- 
tivos da funÃ§iÃ N, o que quer dizer ape- 
nas isto: se em cima o cone estd cheio de 
&gua, em baixo o nÃ­ve 6 mÃ­nimo 

N2o serÃ igualmente de desprezar 
uma informago que ressalta da leitura 
dogrÃ¡fico1.1,ondeserepresentaafunÃ§ 
N. Trata-se de perceber que a escala do 
tempo que pretendiamos construir nSo 6 
uniforme. De facto, as distÃ¢ncia entre 
dois traÃ§o consecutivos da escala (o 
equivalente a 0,5 mn), viÃ­ sendo cada 

vezmaiores,hmedidaqueo tempopassa. 
Isto corrobora a ideia intuitiva de que, 
embora o volume de Ã¡gu esteja a variar 
de forma constante, o nÃ­ve do lÃ­quid 
sobecom umavelocidadecadavezmaior. 
DirÃ­amos em linguagem corrente, que 6 
uma consequ8ncia do progressivo afu- 
nilamento. 

Voltarei ainda A quest'o da fonna 
dos grÃ¡Ficos tal como sÃ£ representados 
na folha de cÃ¡iculo sugerindo que eles 
poderÃ£ constituir um bom pretexto para 
uma discussÃ£ em torno das tais con- 
venÃ§& que ensinamos aos nossos 
alunos. Ocorre-me, a prop-sito, o 
epis-dio de um aluno do l l Q  ano que 
tentava desesperadamente responder a 
questÃµe baseadas na interpretaÃ§' do 
grÃ¡fic de uma funÃ§' onde apareciam 
bolas abertas e bolas fechadas. Ao cabo 
de algum tempo, tornou-se clara a m Ã £  
dos erros que estava a cometer: para ele, 
qualquer linha a cheio que tivesse num 
dosextremosumabolaaberta, nÃ¢opencn 
cia ao grifico da funÃ§'o 

Note-se,entretanto,queas funÃ§&s 
e V foram an'sdefinidascom basenuma 
convenÃ§iloque6apenasumaentreoutra 
possÃ­veis Poder-se-ia, por exemplo, ter 
assumido que nos instantes de viragem 
da ampulheta n'o Ã© possÃ­ve medi, nem 
o volume, nem o nÃ­vel Com este 
pressuposto, as funÃ§'e a definir seriam 
as restriÃ§'e das funÃ§'e N e V ao con- 
junto (L: t>0 e tiil5n. ne  IN). 

Saltitando d e  forma 
perfeitamente eli4stlca 

Num jogo de pinguepongue 6 natural 
ver-se uma bola a saltitar. O que cada 
jogador tenta fazer 6 imprimir h bola um 
movimento que a leve a passar por cima 
da rede para a metade oposta da mesa. 
Quando a bola lanÃ§ad tocana superf'cie 
da mesa, vai animada de uma certa 
velocidade v, dirigida para baixo e 
fazendoum angulo a com a horizontal; 
seessechoque forperfeitamenteelÃ¡stico 
isto 6, se niÃ­ houver dissipaÃ§' de ener- 
gia, a bola farÃ ricochete, adquirindo 
uma velocidade v', que apenas difere de 
v no sentido dasua componente vertical: 
v=@,,-v.) e v'=(vv). 
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Figura 2 1 

LogoapÃ³ o choque, a bola eleva-se 
no ar e descreve uma trajectÃ³ri para- 
bÃ³licae virtudedaacÃ§5 da gravidade. 
A lei que traduz a variaÃ§s da altura da 
bola com o tempo Ã expressa pela 
equaÃ§2o 

em que v Ã o m-dulo da velocidade 
inicial (constante) e g=9.8 m/s2. E ainda 
possÃ­ve estabelecer de que modo se 
comporiam os valores da ordenada do 
vector velocidade, em funÃ§a do tempo: 

A partir daqui, poderemos imaginar 
uma bola de pinguepongue saltitando 
indefinidamente, semnuncaperderener- 
gia, sobre uma mesa suficientemente 
grande, e procurar descrever atravb de 
duas lunÃ§fle a sua altura em relaÃ§a i 
mesa e a sua velocidade "vertical", em 
cada instante. 

Uma possÃ­ve descrir'o da varia@o 
da altura com o tempo 6 a que se pode 
observarnogrÃ¡fico2.1 Aobten@odeste 
grÃ¡fic na Folha de CÃ¡lcul requer um 
procedimento anÃ¡log ao que foi adop- 
tado na situaÃ§' anterior. 

Foram fixados os seguintes valores: 

Velocidade da bola ap& o 1' choque: 
v=9,8 cm/s 
Ã‚ngul de inclina$2o: 30Â 

Com estes dados e com as equaÃ§'e 
anteriores, conclui-se que a bola, ime- 
diatamente apÃ³ o lQ choque, ressalta 
com umavelocidadevy$,9 cmls, volta a 
tocar no solo (+) ao fim de 1 segundo 

VARIA â€š .DA ALTURA C/ O TEMPO 

com uma velocidade v =  - 4,9 cm/s para, 
logo apÃ³ o ressalto, ser de novo vy=4,9 
cm/s. EstÃ portanto encontrada a peno- 
dicidadedabolasaltitante: P=ls.Toma- 
-se ent'o possÃ­ve definir as seguintes 
funÃ§6es 

vy: [O, +oo[- > IR 

queexprimem, respectivamente, aaltura 
da bola e a componente vertical da 
velocidade como funÃ§oe do tempo. 

Nestas circunstÃ¢ncias a construÃ§a 
da tabela de valores naFolha de CÃ¡lculo 
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fez intervir de novo a fun@o MOD, 
retomant'o o padr'o das 3 colunas: 
Auxiliar, Tempo Virtual e Tempo Real. 
Paraum penodoP=l e um incremento de 
0.1 na variÃ¡ve tempo, foram utilizadas 
as classes de resto de 11. 

Dos grXicos que ilustram esta si- 
tuaÃ§S (graficos2.1.22,2.3),salientarei 
apenas alguns dos mÃºltiplo aspectos 
relevantes. Nilodeixade ser interessante 
verificarque.apesardeambasas~'es 
estarem vinculadas ao mesmo fenÃ³meno 
a fungo y Ã contÃ­nu em todo o seu 
domÃ­nio ao passo que a funÃ§a v tem 
uma descontinuidade em cada ponto da 
forma t=n, com n e IN. O grÃ¡tic 2 3  
mostra-nos ainda que a bola atinge a sua 
altura mÃ¡xim exactamente nos instan- 
tes em que a velocidade v, se anula. Esta 
serÃ¡ eventualmente, umaboa pista para 
aformula~'odaseguinteconjectura; ted 
a funÃ§a v algo a ver cpm a derivada da 
funÃ§Z y e, se assim for, te14 a funÃ§a y 
derivada em todos os pontos? 

7 



VARIACAO DA VELOCIDADE C /  O TEMPO 
'1 '31 

ALTURA E VELOCIDADE- 

Ao sabor da chuva 

Aleuns automÃ³vei est'o cauipados - - 
com hpa-vidros que Silo, por assim 
dizer, adaptÃ¡vei h intensidade da chuva 
que cai durante a viagem. Podem fun- 
cionaraumavelocidade mÃ©diiparaum 
chuvamoderada.aumavelocidadedpida 
quando chove torrencialmente, e podem 
ainda ler um ritmo intermitente (2 varri- 
mentos consecutivos e algum tempo de 
paragem) no caso de cairem apenas 
alguns salpicos. 

Consideremos ent'o, para simplifi- 
car, um daqueles automÃ³vei em que o 
limpa-vidros tem uma s6 escova. Supo- 
nhamos ainda as seguintes condi@%: 

VARIACAO DO ANGULO C/ O T E W O  

1 2 3 4 5 4 7 B  

TEMPO (-9.) 

Ã¥ngul varrido pela escova durante 
um varrimento: 150" 

FrequÃªnci raÃ­pid do limpa-vidros: 
2 varrimentos 1s 

FrequÃªnci moderada do limpa- 
vidros: 1 varrimento 1s 

Ritmo intermitente do limpa-vidros: 2 
varrimentos num segundo, 

seguidos de 3 segundos de paragem. 

Se admitirmos que a velocidade 
angular da escova 6 cons-tante ao longo 
de cada varrimento, poderemos pcrgun- 
lar como varia a posiÃ§il angular da 
mesma ao longo do tempo. Para isso de- 
finiremoscomoposiÃ§Ã£omgular,otagu 
formado pela semirecta suporte da 
escova,em cadainstante,epclasemirecta 

horizontal que corresponde h posiÃ§' 
inicial daescova,quando olimpa-vidros 
estiÃ na situaÃ§' normal de desligado. 
Nestas condiÃ§'es de acordo com os 
dados anteriores, a posiÃ§' angular 6 
dada por uma amplitude que varia entre 
O0c 150". Facilmente se percebe que em 
cada uma das frequtncias consideradas, 
a posiÃ§Ã angular do limpa-vidros varia 
de forma linear atÃ atingir um valor 
mhximo de 150" (havendo ent'o uma 
paragem instantÃ¢ne da escova), para 
decrescerem seguidaatÃ©a valor mÃ­nim 
de O". 

Os grÃ¡fico 3.1,3.2,3.3 ilustram,em 
cadaum doscasos,avariaÃ§Ã£odaposiÃ 
angular com o tempo. 
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As trÃª funÃ§'e que traduzem a va- A :  [O, +oo[-> IR 
riagio da posigio angular da escova no 
movimento do limpa-vidros, para as A(t) = 150 - 1150t - 1501 se (XtQ 
diversas situaÃ§'e de intensidade da Am(t) = Am(t-2) set22 
chuva, silo definidas por: 

Ai: [O, +oo[ -> IR 
A,: [O, +OO[ - > IR 

Ai(t) =I50 - l3OOt - 1501 se &t<l 
AJ~) =i50 - 13oot - 1501 se oaci A$) = o se lst<4 
AJt) = A(t-I) se E1 Ai(t) = AJt-4) s e W  

Como Ã© 6bvi0, cada uma destas 
funÃ§& pode ser construida na Folha de 
CÃ¡lcul de acordo com o processo jh 
referido e recorrendo b classes de resto 
de 11.21 e41,respectivamente,paraum 
incrementode0,l navariÃ¡ve t. Umpor- 
menor a destacar serÃ o facto de obter- 
mos funÃ§'escomperlodosm'nimosdifc 
rentes, facea umamesma situaÃ§'o,oqu 
nÃ£ suceda nos exemplos anteriores. 

Osexemplosaqui apresentadoscons- 
tituem, antes de mais, uma sugestÃ£ de 
trabalho para o estudo de uma classe de 
fun-, frequentemente negligenciada, 
mas que merece, por certo, a nossa aten- 
@o.n'oapenaspelasuariquezadoponto 
devistamatemÃ¡tico mas aindapelo facto 
deconstituir uma importante ferramenta 
nainterpretagioemode~odeinÃºmero 
fen6menos reais. O seu tratamento e 
explorago na Folha de Cilculo acres- 
centaao seuvalor inÃºÃ­nsec a wssibili- 
dade de associar b funw peri-dicas 
conceitos que ?I partida parecer'o algo 
distantes daquelas, como Ã© o caso das 
classes de resto da diviso inteira por um 
nÃºmero Isto serÃ¡ alem do mais, uma 
evidencia de que a Folha de CÃ¡lcul 
pode promover elos de ligaÃ§' entre 
diversos conceitos matemiticos. 

Susana Carreira 
Esc. Sec. de Mem-Marlins 

Dado o curtoespaÃ§ de tempodecor- 
rido entre a saÃ­d do Ãºltim nÃºmer de 
"EducaÃ§a e Matemhtica" e a entrada 
deste nÃºmer na tipografia, n'o nos 
chegou nenhuma resposta ao problema 
do trimestre anterior. OptÃ¡mo por dar 
mais tempo aos leitores e publicar no 
pdximo nÃºmer da revista as respostas 
que entretanto nos queiram enviar. 

E, desta vez, temos dois problemas 
que,cornovento,s'odamesma"fam'lia". 

1) O "nÃºmer de ouro" 1,61803398 ... tem uma particularidade 
curiosa: o seu inverso, que 6 0,61803398 ..., tem exactamente amesma 
parte decimal. Ora existem outros nÃºmero em que isso acontece: eles 
e os respectivos inversos tÃª os mesmos algarismos depois davfrgula. 
Quais sÃ£ esses nÃºmeros 

2) Se elevarmos o "nÃºmer de ouro" ao quadrado obtemos 
2,61803398 ..., ou seja, novamente a parte decimal nÃ£ se alterou 
(incrÃ­vel nÃ£ 6?). H6 mais nÃºmero em que isto se verifica. Quais sÃ£ 
eles? 
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