Sdo indmeros o0s
exemplos de
fen6menos
periddicos que, por
todo o lado, se
sucedem. Alguns
serdo mais
interessantes do que
outros, mas com
situacOes bastante
simples podem
surgir pistas para o
tratamento da no¢ao
matemadtica de
funcdo periddica.
Essa € a proposta
deste artigo, onde se
procura também
ilustrar a
possibilidade de
utilizar a Folha de
Caélculo na
exploragdo deste tipo
de fungdes.

Funcoes periddicas na
Folha de Calculo

Vivemos num mundo fértil em
fenémenos periddicos ou, pelo menos,
aproximadamente periédicos. O plancta
em que habitamos efectua movimentos
periédicos, quer rodando em torno do
seu eixo, quer ao descrever a sua Orbita
em volta do sol. Esperamos a luz do dia
¢ o0 escurecer da noite com uma ccrla
periodicidade, comoesperamos também,
periodicamente, 0 verdo ou o inverno.
No nosso quotidiano deparamos com
diferentes periodicidades,comonoscasos
em que compramos o nosso jornal didrio
ou o semandrio prelerido. Se perdemoso
autocarro ou o comboio, ficamos a aguar-
dar o préximo, csperangosos de que a
periodicidade da tabela dos hordrios se¢
concretize. A propria filaquenos aguarda
no transportc matinal ¢ no regresso a
casa tem o dom de nos causar acessos
periddicos de impaciéncia.

Sdo indmeros os cxemplos de
fenémenos periddicos que, por todo o
lado, se sucedem. Uns serdio mais inte-
ressantes do que outros, mas hd situagdes
relativamente simples que poderdo for-
nccer pistas para o tratamento da nogio
matemadtica de fungdo periddica.

Susana Carreira

Parar o tempo para medir o
tempo

Muito antes de existirem autocarros,
j4 se sentia a necessidade de medir o
tempo. Um dos primeiros instrumentos
criados pelo homem para prover a essa
necessidade foi a ampulheta. O principio
de funcionamento ¢ simples: dois reci-
pientes de vidro, geralmente de forma
conica, unidos pelos vértices, por onde
comunicam; um dos cones esta cheio de
arcia ou de 4gua, que vai escoando para
o0 outro cone, pela a acgiio da gravidade,
com um débito de escoamento constante.
Desde que o conteiido do vaso “supe-
rior” comega a escoaraté que é totalmente
recolhido no vaso “inferior”, decorre um
intervalo de tempo determinado. Se a
ampulheta for, por exemplo, de 15 mi-
nutos, saberemos quando passou cxac-
tamenteesse tempo. Podemos entiio virar
a ampulheta, contar mais 15 minutos ¢
repetir este processo sucessivamente.

Suponhamos agora que queremos
medir intervalos de tempo menores com
uma ampulheta de d4gua de 15 minutos.
Poderemos entfio tentar gradud-la para
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intervalos de meio minuto, criando uma
escala que nos permita ler o tempo a
partir do nivel de dgua no rccipiente
receplor. Estaremosassim, perante a pos-
sibilidade de trabalhar com uma fungdo
que relaciona o nivel da dgua, N, no re-
cipiente “inferior” com o tempo.

O grifico 1.1 da pagina anterior pre-
tende ilustrar de que forma o nivel de
liquido no cone “inferior” varia com o
tempo, considerando que a ampulheta é
sucessivamente virada de 15 em 15
minutos. Este gréfico foi obtido a partir
de uma tabela de valores construida na
Folha de Calculo.

Antes, porém, de recorrer 2 Folha de
Cilculo, hd que estabelecer analiti-
camcnic uma expressdo que permita
calcular o nivel do liquido a partir do
tempo decorrido. Poderemos adoptar o0s
seguintes valores como dados:

Volume de cada cone: 30 cm?
Altura de cada cone: 5 cm
Débito de escoamento da dgua: 2 cm*mn

Tempo total da ampulheta: 15 mn.

Comecemos por definirarelagdoque
se verilica entre o volume de liquido no
cone “superior” ¢ 0 tempo, A medida que
o liquido sc vai escoando. Facilmente se
conclui que seré:

(1) V(1) =30-2t (cm cm?)

Em scguida, ¢ com base no esquema
dafigura 1, somos levadosaconcluir que
onivel da dgua, N, é dado pela diferenga
entre 5 ¢ a altura do cone de dgua exis-
tente no recipiente “superior”.

Fazendo intervir a {6rmula do vo-
lume de um cone, conhecidos o raio da
base ¢ a altura, ¢ algumas nogdes de
trigonometria, podemos entfio deduzir a
expressio:

@ Nm:s-i/@
18

Uma vez deduzida a cxpressdo de
N(t), o problema que se coloca € o de en-
CONLrar um processo para construir na
Folha de Calculo as seguintes fungdes:

5 cm
Figura 1
V: [0, +oo[ ———> R
V(t)y= 30-2t se 0<t<15
V() = 30 se t=15
V()= V(t-15) se >15
N: [0, +o0[ > IR
3 2
N()=5 - 1/ 330205 g 0<i<15
18
Nt =0 se =15
N(t) = N(t-15) sc >15

Nota:

V(1) traduz a variagio de volume de dgua
no recipiente *“superior”,

N(t) traduz a variagio de nivel de d4gua no
recipiente “inferior”.

Ambas as fung¢des sfo periddicas de
periodo P=15, facto que corresponde a
virar a ampulheta (instantaneamente!)
de 15 em 15 minutos.

A grande questio a resolver €, no
fundo, a de conseguir um processo de
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formalizar na Folha de Calculo as des-
continuidades de cada uma das fungdes
nos pontos da forma t=15n, com
n€ IN.Uma das formas possiveis de s¢
exprimir, através da Folha de Cilculo,
aquilo que se verifica, para cadan€ IN:

lim V()=30 lim N(t)=0
t—>15n* t—>15n*
lim V()=0 lim N()=5
t—>15n" t—>15m

serd "autorizar" que acada valor daforma
t=15n, com n€ IN, corrcspondam duas
imagens diferentes.

Vejamos, entiio, um procedimento
que satisfaz cste requisito, para a cons-
trugdo da tabela de valores na Folha de
Cilculo.

12 passo: Construgdo de uma coluna
auxiliar, onde seriio gerados os primeiros
termos da sucessdo dos clementos de
INo.

COLUNA A:
Al: 0

A2: Al+1
copy



22 passo: Construgdo de uma coluna
de valores que traduzirdo um tempo “vir-
tual”, que também sc poderd designar
como 0 “tempo da ampulheta”.

Nesta coluna pretendemos simular a
ideia de que ao fim de 15 minutos, o
lempo recomega a partir do zero; quere-
mos ainda que o incremento seja de 0,5
(meio minuto). Podemos aqui, langar
mio da existéncia da fungiio MOD na
Folha de Célculo, fungfo essa, que per-
mite calcular orestodadivisdointeirade
um ndmcro por outro. Aproveitando
assim, as classes de resto da divisdo por
31, construimos a coluna B.

COLUNA B:

B1:0

B2: MOD (A2,31)*0.5
copy

32 passo: Construgiio dc uma coluna
de valores que irfio corrcsponder a um
tempo “real”.

Nesla coluna queremos que o tempo
solra uma espécic de paragem para cada
valori=15n,n e IN,masqueem seguida
continue a aumentar, Faremos entio:

COLUNA C:

Cl: 0

C2: IF(B2=0, C1, C1+0.5)
copy

4* passo: Construgdio das imagens
das fungdes N e V, utilizando como ob-
jectos, ou scja, para valores de t, o con-
tetido da coluna do tempo “virtual”, de
forma a conseguir traduzir a natureza
periddica das mesmas. Basta-nos aqui
introduzir as férmulas jd deduzidas para
exprimir o volume ¢ o nivel, (1) e (2).

Podemosagora,em presengada tabela
de valores obtidos (tabela 1.1), analisar
pacilicamente quais os que constituem
imagens das respectivas fungdes ¢ quais
0s que representam “falsas imagens”,

Tendo esta ideia bem presente, serd
porventurainteressanteinterpretaralguns
dos gréficos que podem ser construidos
(gréficos 1.1, 1.2, 1.3).

Tabela 1.1
COL.AUX. TEMP,VIR. TEMP . REAL VOLUME NIVEL (cm)
0 0 0 30 .000
| . 5 29 .056
2 1 1 28 114
3 1.5 1.5 27 «173
4 2 2 26 .233
5 2.8 2:3 25 .295
6 3 3 24 .358
7 35 35 23 . 424
8 4 4 22 .491
) 4.5 4.5 21 .560
10 5 -1 20 .632
Il 5.5 5.5 19 .706
12 6 6 18 .783
13 6.5 6.5 17 .862
14 7 7 16 .945
15 T8 T8 15 1.031
16 8 8 14 1.122
17 8.5 8.5 13 1.216
18 9 g 12 1.316
19 9.5 8.5 11 1.421
20 10 10 10 1.533
21 10.5 10.5 9 1.653
22 11 11 8 1.782
23 11.5 11.5% 3 1.922
24 12 12 6 2.076
25 12.5 12.5 5 2.248
26 13 13 4 2.446
27 13.5 13.5 a 2.679
28 14 14 2 2:.973
29 14.5 14.5 1 3.391
30 15 15 0 5.000
31 0 15 30 .000
32 L) 15.5 29 056
33 il 16 28 114
34 L«8 16.5 27 al73
35 2 17 26 +233
36 2.5 } By S 25 . 295
37 3 18 24 .358
38 3.5 18.5 23 424
Grifico 1.2
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Grilico 1.3

30 § - o ﬁ
0 I iy o
v o @ 0
Ly o o
254 @ oy i
o iy e m
& 0 ) iy
204 & i &
v o [ i
159 0 1 18] [y
18] 0 LN ]
5 T o s
10 4 01| L1] m m
4 & b
5 4 o+ s WE 3
i A =
Y d
o & o p”
o] 20 40

VOLUME E NIVEL

60

TEMPC {mn)

1]
o

—8— VoL.{em™3)
' —e— NIVEL {(cm)

0] vy

100

Provavelmente, a primeira obser-
vagiio que nos ocorre ¢ a de que a Folha
de Cilculo niio obedece as convengdes,
aque cstamos muito habituados, sobre o
modo de representagdo grifica de uma
fung¢fio. Onde estdo as linhas verticais a
tracejado e as bolas abertas e fechadas?
Ouseriqueaimportinciadestas questdes
de rigor fica muito aquém da real com-
preensdo do fenémeno ¢ dos conceitos
matemdticos que aqui estiio envolvidos?

Talvez valhaapenadiscutir um pouco
alguns aspectos que, a cste respeito, me
parecem fundamentais. Em primeiro
lugar, chamarei a atengfio para o factode
que todo o processo de construgdo destas
fiingdes na Folha de Calculo, acentua
fortemente anogdointuitiva de que,numa
funglio periddica, hd “uma parte do
grafico que se vai repetindo ao longo do
dominio”. Além disso, torna-se evidente
a ideia de que basta conhecer o compor-
tamenio da fungdo num intervalo do seu
dominio, correspondente a um periodo,
parase poder definira fungdo em qualquer
outro ponto. Esta é, na verdade, a justifi-
cagdo paraacriagiode umacolunadesti-
nada ao tempo “virtual”. Por outro lado,
a propria natureza periddica de qualquer
das fungdes tem uma tradugdo muito
concreta no efectivo acto de virar a
ampulhcta periodicamente. Diria ainda,
queaassimilagdo do significadoreal dos

pontos de descontinuidade da forma
t=15n,comn € IN, vem naturalmente da
observagdio do que sucede quando volta-
mos a ampulheta. Num certo instante, o
conc “inferior” estd cheio ¢ no instante
seguinte passa acstar vazio. O mesmo s¢
podera dizer relativamente ao problema
dos limites laterais nos pontos de des-
continuidade; s¢ o tempo decorrido ¢é
suficientemente préximo de 15 mn, mas
¢é ainda inlerior, o conc receptor esld
quase cheio, a0 passo que, s¢ 0 tempo ¢
suficicntemente préximo de 15 mn, mas
Jja superior, o conc rcceptor cstd quase
vazio. Serd tamb¢ém oportuno referir a
dependéncia que existe entre 0 volume
de dgua existente no cone “superior” ¢ o
nivel que se regista no cone “inferior”,
que surge de forma nitida no grifico 1.3.
De facto, torna-sc ai bem claro que ha
uma correspondéncia entre 0s maximos
relativos da fungfio V ¢ os minimos rela-
tivos da fungdio N, o que quer dizer ape-
nas islo; se em cima o cone estd cheio de
dgua, em baixo o nivel é minimo.

Nio serd igualmente de desprezar
uma informag@io que ressalta da leitura
do gréfico1.1,onde serepresentaa fungiio
N. Trata-se de perceber que a cscala do
tempo que pretendiamos construir ndo é
uniforme. De facto, as distincias entre
dois tragos consccutivos da escala (o
cquivalente a 0,5 mn), viio sendo cada
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vez maiores, Amedida que o tempo passa.
Isto corrobora a ideia intuitiva de que,
embora o volume de dgua esteja a variar
de forma constante, o nivel do liquido
sobe com uma velocidade cada vez maior.
Diriamos, em linguagem corrente, que é
uma consequéncia do progressivo afu-
nilamento.

Voltarei ainda & questdo da forma
dos grificos, tal como sdo representados
na folha de célculo, sugerindo que eles
poderdo constituir um bom pretexto para
uma discuss@io em torno das tais con-
vengdes que ensinamos aos nossos
alunos. Ocorre-me, a proposito, o
episédio de um aluno do 11? ano que
tentava descsperadamente responder a
questdes bascadas na interpretagio do
grifico de uma fungiio onde apareciam
bolas abertas ¢ bolas fechadas. Ao cabo
de algum tempo, tornou-se clara a raziio
dos erros que estava a cometer: para cle,
qualquer linha a cheio que tivesse num
dosextremosumabolaaberta, nfio perien-
cia ao grifico da fungdo.

" Note-se,entretanto, queas fungdes N
¢V foram atris definidas com base numa
convengdo que ¢ apenas umaentre outras
possiveis. Poder-sc-ia, por exemplo, ter
assumido que nos instantes de viragem
da ampulheta ndo ¢ possivel medir, nem
o volume, nem o nivel. Com este
pressuposto, as fung¢des a definir seriam
as restrigdes das fungdes N e V ao con-

junto {t: >0ect#15n, ne IN}.

Saltitando de forma
perfeitamente elastica

Num jogo de pingucpongue € natural
ver-se uma bola a saltitar. O que cada
jogador tenta fazer é imprimir & bola um
movimento que a leve a passar por cima
da rede para a metade oposta da mesa.
Quando abola langada toca na superficie
da mesa, vai animada de uma certa
velocidade v, dirigida para baixo ¢
fazendoum éngulo o com a horizontal;
se esse choque for perfeitamente eldstico,
isto €, se ndo houver dissipagdo de ener-
gia, a bola fard ricochete, adquirindo
uma velocidade v’, que apenas diferc de
v no sentido da sua componente vertical:
v=(v,,-v,) e vi=(v,v,).



Figura 2

Logo apds o chogque, a bola eleva-se
no ar ¢ descreve uma (rajectoria para-
bélica em virtude da ac¢fio da gravidade.
A lei que traduz a variagfio da altura da
bola com o tempo é expressa pela
equagio:

y(t) = v.sen ot - g.13/2

em que v € o médulo da velocidade
inicial (constante) ¢ g=9.8 m/s2 E ainda
possivel estabelecer de que modo se
comportam os valores da ordenada do
vector velocidade, em fungiio do tempo:

vy(L) =v.senQ - g.t

A partir daqui, poderemos imaginar
uma bola de pinguepongue saltitando
indeflinidamente, sem nuncaperder ener-
gia, sobre uma mesa suficientemente
grande, ¢ procurar descrever através de
duas fungGes a sua altura em relagfo a
mesa ¢ a sua velocidade “vertical”, em
cada instante.

Uma possivel descri¢iio da variagao
da altura com o tempo ¢ a que s¢ pode
observarnogrifico 2.1. A obtengo deste
gréfico na Folha de Cilculo requer um
procedimento andlogo ao que foi adop-
tado na situagiio anterior.

Foram fixados os seguintes valores:

Velocidade da bola apés o 1° choque:
v=9,8 cm/s
Angulo de inclinagio: 30°

Com estes dados ¢ com as equagdes
anteriores, conclui-se que a bola, ime-
diatamente apds o 1° choque, ressalla
com uma velocidade v =4,9 cm/s, voltaa
tocar no solo (y=0) ao fim de 1 segundo

Grafico 2.1

1.5 9

ALTURA (m)

3]
1

VARIACAO DA ALTURA C/ O

TEMPO

ENFO {seg)

. w

2 3 4

com uma velocidade V=- 4,9 cm/s para,
logo apds o ressalto, ser de novo v,=4.9
cm/s. Estd portanto encontrada a perio-
dicidade da bolasaltitante: P=1s. Torna-
-se entdio possivel definir as seguintes
fungoes:

y: [0, +00][ > |R
y(t)= 4.9t-4.9¢2 se 0<t<1
y(©) = y(t-1) se =1
v,: [0, +o0[ >R
v,(D=49-98t se 0<t<1
v,() =49 se 1=1
v,(0 = v(t-1) se t>1

que exprimem, respectivamente, aaltura
da bola e a componente vertical da
velocidade como fungées do tempo.
Nestas circunstancias, a construgio
databela de valores na Folha de Cilculo,
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fez intervir de novo a fungio MOD,
retomanco o padrio das 3 colunas:
Auxiliar, Tempo Virtual e Tempo Real.
Paraum periodo P=1 e um incremento de
0,1 na varidvel tempo, foram utilizadas
as classes de resto de 11.

Dos gréificos que ilustram esta si-
tuagio (graficos 2.1, 2.2, 2.3), salientarei
apenas alguns dos miiltiplos aspectos
relevantes. Ndo deixa de ser interessante
verificar que, apesar de ambasas fungdes
estarem vinculadasaomesmo fenémeno,
a fungdo y é continua em todo o seu
dominio, ao passo que a fungdo v, tem
uma descontinuidade em cada ponto da
forma t=n, com n ¢ IN. O grafico 2.3
mostra-nos ainda que a bola atinge a sua
altura méxima exactamente nos instan-
tes em que a velocidade v, se anula. Esta
serd, eventualmente, uma boa pista para
aformulac¢do daseguinte conjectura: terd
a fungiio v, algo a ver com a derivada da
funcdo y e, se assim for, terd a fungdo y
derivada em todos os pontos?
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Alguns automéveis estdo equipados
com limpa-vidros que sdo, por assim
dizer, adaptdveis a intensidade da chuva
que cai durante a viagem. Podem fun-
cionar auma velocidade média parauma
chuvamoderada,aumavelocidaderapida
quando chove torrencialmente, ¢ podem
ainda ter um ritmo intermitente (2 varri-
mentos consecutivos ¢ algum tempo de
paragem) no caso de .cairem apenas
alguns salpicos.

Consideremos entiio, para simplifi-
car, um daqueles automéveis em que o
limpa-vidros tem uma sé escova. Supo-
nhamos ainda as seguintes condigdes:

um varrimento: 150°

Frequéncia ripida do limpa-vidros:
2 varrimentos /s

Frequéncia moderada do limpa-
vidros: 1 varrimento /s

Ritmo intermitente do limpa-vidros: 2
varrimentos num segundo,

seguidos de 3 segundos de paragem.

Se admitirmos que a velocidade
angular da escova é cons-tante ao longo
de cada varrimento, poderecmos pergun-
lar como varia a posi¢do ahgular da
mesma ao longo do tempo. Para isso de-
finircmos como posigiioangular, 0 dngulo
formado pela semirccta suporte da
escova,em cadainstante, ¢ pelasemirecta
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inicial daescova, quando o limpa-vidros
estd na situagfio normal de desligado.
Nestas condigdes, de acordo com 0s
dados anteriores, a posi¢io angular é
dada por uma amplitude que varia entre
0° ¢ 150°. Facilmente se percebe que em

" cada uma das frequéncias consideradas,

a posicdo angular do limpa-vidros varia
de forma linear até atingir um valor
maximo de 150° (havendo entio uma
paragem instantinca da cscova), para
decrescerem seguida atéao valor minimo
de 0°.

Os grificos 3.1,3.2, 3.3 ilustram, cm
cadaum dos casos, a variagdo da posi¢ao
angular com o tempo.




Grifico 3.3
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As trés fungdes que raduzem a va-
riagiio da posi¢@o angular da escova no
movimento do limpa-vidros, para as
diversas situagdes de intensidade da
chuva, sdo definidas por:

A [0, +oo[ > IR
A (1) =150 - 1300t - 1501 se O<t<1
A =A(-1) se 21

Dado o curto espago de tempo decor-
rido cntre a saida do ultimo nimero de
“Educagiio ¢ Matemdtica” e a entrada
deste nimero na tipografia, nio nos
chegou nenhuma resposta ao problema
do trimestre anterior. Optidmos por dar
mais tempo aos leitores e publicar no
préximo nimero da revista as respostas
que entretanto nos queiram enviar,

E, desta vez, temos dois problemas
que,como verdo, siodamesma "familia".

> |R

A_: [0, +oo[

A_(1)=150-1150t- 1501 se 0<t<2

A D=A(-2) se t22
A [0, +oo[ > IR

A (1) =150-1300t - 1501 se O<t<1
AMH=0 se 1<t<4
A =A(-4) sc >4

Como ¢é Gbvio, cada uma destas
fungdes pode ser construida na Folha de
Calculo de acordo com o processo ji
referido e recorrendo 2s classes de resto
de 11,21 e41,respectivamente, para um
incremento de 0,1 na varidvel t. Um por-
menor a destacar serd o facto de obter-
mos fungdes com periodos minimosdife-
rentes, face a uma mesma situagfo, oque
nfio sucedia nos exemplos anteriores.

Osexemplos aqui apresentados cons-
tituem, antes de mais, uma sugestdo de
trabalho para o estudo de uma classe de
fungdes, frequentemente negligenciada,
mas que merece, por certo, a nossa aten-
¢do,ndo apenas pela suariquezado ponto
de vistamatemético, masaindapelo facto
de constituir uma importante ferramenta
nainterpretagfio e modelagao de intimeros
fenémenos reais. O seu tratamento €
exploragZo na Folha de Célculo acres-
centa ao seu valor intrinseco, a possibili-
dade de associar as fungGes periddicas
conceitos que & partida parecerdo algo
distantes daquelas, como € o caso das
classes de resto da divisdo inteira porum
niimero. Isto serd, além do mais, uma
evidéncia de que a Folha de Cilculo
pode promover elos de ligagdo entre
diversos conceitos matematicos.

Susana Carreira
Esc. Sec. de Mem-Marlins

O problema
do trimestre

1) O “nimero de ouro” 1,61803398... tem uma particularidade
curiosa: o seu inverso, que € 0,61803398..., tem exactamente a mesma
parte decimal. Ora existem outros nimeros ém que isso acontece: eles
€ 0s respectivos inversos tém 0os mesmos algarismos depois da virgula.

Quais sdo esses nimeros?

2) Se elevarmos o “nimero de ouro” ao quadrado obtemos
2,61803398..., ou seja, novamente a parte decimal ndo se alterou
(incrivel, ndo €?). H4 mais niimeros em que isto se verifica. Quais sdo

eles?
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