Quantas Macas Tinha a Maria?

Eduardo Veloso, colaborador do Projecto Minerva

Um bom professor deve compreender e convencer o seus
alunos que problema algum fica completamente esgotado.
Resta sempre alguma coisa a fazer; mediante suficiente
estudo e reflexdo podemos melhorar qualquer solugdo e,
em todos os casos, podemos sempre melhorar a nossa
compreensdo da solucdo.

G. Polya, How to solve it

O problema

Maria tinha um cesto com magas. Encontrou um
amigo e deu-lhe metade das magas que levava e mais
meia magd. Depois encontrou outro amigo e deu-lhe
metade das magds que ainda tinha e mais meia maca.
Finalmente encontrou um terceiro amigo e deu-lhe tam-
bém metade das magas que lhe restavam e mais meia
maga, ficando sem nenhuma. Quantas magds tinha a
Maria, antes de encontrar o primeiro amigo?

A (m3a) solugao habitual

O ensino actual da Matemidtica leva a pensar que a
solugdo para todos os problemas consiste em «p6-los em
equacido» e depois «resolver a equacdo». Mas as recei-
tas aprendidas para transformar palavras em incégnitas
e frases em equagdes esquecem rapidamente e, portanto,
mesmo naqueles casos em que esse tipo de resolugdo
funciona, as vagas recordagodes da escola sao insuficien-
tes para a pdr em prética.

No caso presente podemos realmente escrever, sendo
n o nimero inicial de magas,

n-n/2-1/2 ... mimero de magds depois do primeiro
amigo; .

n-n/2-12-(n-n/2-1/2)/2-1/2 ... mimero de magas
depois do segundo amigo;

[n-n2-12-(m-n/2-12)2-12]-[n-n/2-1/2-
-(n-n/2-1/2)/12-1/2]/2-1/2 mimero final de
magas.

E igualando esta iltima expressdo a zero, teremos a
equacgdo procurada. Caso tenhamos paciéncia para resol-
ver esta equacdo em N, obtemos n=7, que € efectiva-
mente a solugdo do problema posto. Mas temos que reco-
nhecer que pouco ou nada aprendemos com este
processo!

O método das tentativas

Existe uma tendéncia natural para procurar resolver
este tipo de problemas «por tentativas», pelo menos
enquanto o ensino tradicional ndo a esmaga («tentivas
ndo sao matemdtical»). Em principio, nada hd a opor
a este método, o qual, de resto, estd a ser recuperado
pela moderna pedagogia como processo adequado para
atacar diferentes classes de problemas. E em muitos casos
uma abordagem éptima, pelo menos numa fase inicial,
até se «sentir» o enunciado do problema. O que deve ser
sugerido, a quem se lance nesta via, € que o método das
tentativas s6 tem sentido e pode ser eficaz na medida
em que hd alguma orientagdo na sequéncia das tentati-
vas €, sobretudo, se essa orientacdo é corrigida em
face dos resultados que se vio obtendo.

Por exemplo, depois da primeira tentativa (que € natu-
ral ser feita com um nimero impar de macas, quanto
mais nao seja para que a Maria ndo comece a cortar
magis ao meio, logo ao encontrar o primeiro amigo...),
deve perceber-se imediatamente se a segunda tentativa
deve ser feita com mais ou menos macgas (conforme, estd
claro, o mimero de magas com que Maria fica nesse caso
¢é negativo ou positivo). Além disso, se em duas tentati-
vas sucessivas se obtém, para resto das macas, nimeros
de sinal contrdrio, isso reduz drasticamente as tentativas
a fazer.

Mas, ao seguir-se por este caminho, mais cedo ou mais
tarde a sugestdo l6gica € recorrer-se ao computador, o
«rei» das resolugdes de problemas por tentativas.

Resolugiio com recurso ao computador

Trata-se de desenvolver um programa que faca as ten-
tativas por nds, de modo sistemitico e com a rapidez
que caracteriza os computadores.

Mesmo para quem seja apenas um iniciado em. pro-
gramagao BASIC, néo € dificil imaginar um tal programa
(em que as tentativas consistem em supor que a Maria
tinha inicialmente uma, duas, trés, ... macas e verificar
se sim ou ndo depois de encontrar os trés amigos, fica
sem nenhuma):

ION=1

20M=N

30 FOR I=1TO 3
40M=M-M/2-1/2
50 NEXT I

60 IF M =0 THEN GOTO 80 REM a solugio

70 N=N+1:GOTO 20 REM outra alternativa
80 PRINT N:STOP

REM os trés amigos
REM a mesma operagio
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O loop 30 a 50 corresponde as trés vezes em que
Maria d4 metade das magas que tem e mais meia maga,
e M ¢ a varidvel que contém, em cada momento, o
mimero de magds com que Maria vai ficando. Se, no
fim do loop, M=0, o programa imprime N e péra.
Enquanto isso ndo acontecer, vio sendo feitos ensaios
com um nimero inicial de macds cada vez maior
(N=N+1, na linguagem trapalhona do BASIC).

Embora este programa resolva o problema posto, nio
€ de modo nenhum, em minha opinido, uma solugio inte-
ressante e instrutiva. Segue-se uma outra que pode dar
lugar a certos desenvolvimentos com interesse.

Outra resolu¢io do mesmo problema

Se, ao encontrar o terceiro amigo, Maria lhe deu
metade das macas que tinha e mais meia maca, e ficou
sem nenhuma, entio nessa altura Maria tinha neces-
sariamente uma maca. Com efeito, é claro que uma
magi € o tnico nimero de magas que verifica a condi-
¢do seguinte: subtraindo-lhe metade (ou seja meia magd)
€ mais meia macd, ficam zero magas (1-1/2-1/2 =0).

Por sua vez, se depois de encontrar o segundo amigo
e lhe dar metade das magas e mais meia macd Maria
fica com uma maga, entdo antes de o encontrar tinha
trés magds. Com efeito, se assim for, Maria d4
3/2+1/2=2 magas e fica portanto com uma. Final-
mente, do mesmo modo se vé que antes de encontrar
0 primeiro amigo Maria tinha 7 macds, pois so assim,
ao dar 7/2+1/2 =4 macas, ficard com trés macas.

Um caminho para chegar a solugdo
apresentada no ponto anterior

Ao tentar, em primeiro lugar, compreender bem o
enunciado do problema, surge naturalmente a ideia de
que Maria repete 3 vezes a mesma operacao: dar metade
das macas que tem e mais meia magd. Vemos assim que
a propria formulagio do problema o decompde em trés
problemas mais simples, todos com a forma seguinte:

«Maria tem x macgds, dd metade de x e mais meia
magd, e fica com y magis; quanto vale x?»

E claro que sem conhecer y (as magis com que Maria
fica) é impossivel calcular x (as magas que Maria tinha).
Mas daqui nasce a ideia fundamental: em relagio ao ter-
ceiro amigo, conhecemos o valor de y, pois diz-se no
enunciado que Maria fica sem nenhuma magé, ou seja
y=0; e dai conclui-se, como vimos, que x= 1. Entao,
por repeti¢cdo sucessiva do mesmo raciocinio, chega-se
a solugdo do problema posto.

Exploracio do resultado e generalizagéio

E natural (e deveria ser habitual na aprendizagem da
Matematica) perguntar: como depende a solucdo do
problema dos dados iniciais? Ou seja:

1. Se mantivermos todo o enunciado excepto a frase
«mais meia magd», substituindo-a por «mais uma maga»,
qual serd o resultado? Seguindo o método anterior de
resolugdo, € ficil ver que Maria teria inicialmente, neste
caso, 14 macds. Podemos ainda ensaiar outros casos e
construir uma tabela, em que m é o nimero de magas
que Maria tinha inicialmente e a o mimero de magas que
d4 a cada amigo, para além de dar «metade das que
tinha» (isto €, a=1/2 no enunciado, a=1 se Maria d4
«mais uma maga», etc.).

a m

| 1 A — 7

| 14
112 s see s 21
2 S 28
Rk 42

Constatamos assim que, para os valores de a ensaia-
dos, sempre que dobramos o valor de a, o valor de m
vem multiplicado por 2, o que leva a

Conjectura 1: m depende linearmente de a, ou seja,

m=k.a, com k constante.

2. Vejamos agora como varia o resultado deste pro-
blema com o nimero de amigos. Seguindo ainda o
mesmo método, facilmente construimos uma outra
tabela, em que 7 é o nimero de amigos e m o nimero
inicial de macéas, mantendo-se sem alteragdo o resto do
enunciado do problema:

n m
) 1
2 mh G i 3
3 s s u 7
& oo e 15
3 31

Somos levados assim a

Conjectura 2: sendo n o nimero de amigos e m as
magas que Maria tinha inicialmente,

m=2"-1

3. Os resultados anteriores estimulam-nos a procurar
uma expressao que resolva este problema no caso geral.
Seja entdo n o nimero de amigos que Maria encontra,
1/b a parte das magds que dd a cada um (b=2 se d4
«metade das magds que tinha», b=3 se dd «um tergo
das magas que tinha», etc.) e a as magas que Maria dd
a cada amigo além de dar 1/b das que tinha (a=1/2 no
enunciado, por exemplo). Supomos que no fim, tal como
no enunciado original, Maria fica sem nenhuma maga.
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Comecemos por ver qual o nimero de magds (m))
que Maria tinha antes de encontrar o iltimo amigo.
Como:

m—m;/b-a=0

tem-se
m; =a.b/(b-1) 0]
Quantas magds teria Maria antes de encontrar o penil-
timo amigo?
De

my—mp/b—a=my
resulta que
my =a. [b/(b-1) +b%/(b-1)*] (I2)
Somos levados assim a
Conjectura 3. Se for n o nimero de amigos, o

nimero m, de magés que Maria tem antes de encontrar
o primeiro amigo é dado por (fazendo para simplificar

c=b/(b-1))
mp=a.(c+c2+...+cV=a. § ¢ ()
i=1

Tentemos provar, por indugio finita, que (I,) é ver-
dadeira para qualquer natural n. (I;) é verdadeira, como
vimos. Provemos entio que (I,) implica (In+1):

Tem-se

My =c.(a+mp)

e portanto

ch)
1

1™s

Mp+1=a.c.(1+
i
ou seja

n+1 )
mMp+1=a. _Zl s (In+])
=
A conjectura 3 é portanto, verdadeira. Em particular,
fixando b e n,

k= i c!
i=1
€ constante e
m=k.a (Conjectura 1)
E se
b=2ea=1/2,

me=1/2. 3 2i=28_1
i=1
(Conjectura 2)

QOutra exploracio do mesmo método de resolugiio

Vejamos como pode ser obtido, na resolugdo apresen-
tada no ponto anterior, o nimero de macas que Maria
tem antes de encontrar cada amigo. Utilizaremos para
isso notacdes e conceitos que podem ser iiteis noutras

situagdes (em que também tenhamos de resolver proble-
mas «do fim para o principio», como aqui).

Observemos com algum pormenor o que se passa
quando Maria encontra um amigo e lhe d4 1/b das magas
que tem e mais a magas.Se for x o nimero de magas
que tinha e y o nimero de magds com que ficou, y
obtém-se de x por meio de duas operagdes (ou fungdes,
ou aplicagbes) sucessivas.

— a aplicacdo f, que consiste em subtrair x/b a x
fx)=x-x/b=(1-1b) x
— a aplicacdo g, que consiste em subtrair a magas.

Assim, f pode exprimir-se como «multiplicar por
(1-1/b)» e g como «subtrair a». E de cada vez que
encontra um amigo, Maria executa a composi¢io das
duas aplicagdes, ou seja, primeiro multiplica x por
(1-1/b) e depois subtrai a ao resultado da primeira ope-
ragcdo. Na notacdo habitual

y=(gof) (x)

em que gof representa a composi¢cdo de f com g (pri-
meiro f, depois g).

Isso € o que Maria faz... Mas nds, para resolvermos
o problema, precisamos de executar o inverso do que
Maria faz, pois apenas conhecemos o resultado final (fica
sem nenhuma maca). Precisamos de passar de y para
x — proceder do fim para o principio. Ora o esquema
seguinte

(goty”

g
Te ° ey
w

mostra bem que a aplicacdo inversa de gof se obtém exe-
cutando primeiro g~! (ou seja, a inversa de g) e depois
f! (a inversa de f). Como g~'=«adicionar a» e f!=
= «dividir por (1-1/b)», é agora claro como podemos
passar de y para x: adicionamos a a y e dividimos por
1-1/b. Em particular, no problema dado, como a=1/2
e b=2, se depois do terceiro amigo Maria fica sem
nenhuma magci (y=0), entdo antes de o encontrar tinha

x=(0+1/2)/(1-1/2)=1;
antes de encontrar o segundo tinha
(1+1/2)/(1-1/2)=3;
e antes de encontrar o primeiro tinha
(B+1/2)/(1-1/2)=T.
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Notas pedagdgicas

1. A maior dificuldade que surge habitualmente na
resolugio deste problema resulta de o enunciado apre-
sentar a sequéncia de acontecimentos numa determinada
ordem e a solugdo ter de ser encontrada raciocinando
na ordem inversa, do fim para o principio. Este método
exige que se venca uma certa resisténcia psicoldgica
(reforcada talvez pelo vicio do «por em equagdo») a alte-
rar a ordem em que as condi¢des ou dados de um pro-
blema sao apresentados. Mas ai reside precisamente o
principal interesse do problema, a introdugio e explo-
racao de um método de resolugio comum a muitos pro-
blemas de niveis diferentes de complexidade (a «back-
tracking strategy» da inteligéncia artificial).

2. Este problema presta-se para diversificar o ensino,
de acordo com os interesses e aptiddes diferentes que
sempre coexistem na aula. Para muitos alunos, a pro-
cura de uma solugdo para o problema original, a utili-
zagdo de tentativas e a resolugdo por computador serdo

actividades suficientes. Qutros mostrardo interesse bas-
tante para justificar o tipo de exploracao do resultado
apresentado no ponto em que se faz a generalizacdo,
incluindo ou n3o a demonstragdo da expressdo geral.
Qutros ainda, certamente em menor nimero, terdo inte-
resse numa sistematizacdo dos conceitos que estio na
base da resolugdo deste e de outros tipos semelhantes
de problemas e de questdes de Matemdtica, e por isso
entrardo com prazer (sobretudo se pressentirem no pro-
fessor o mesmo prazer...) no género de consideragdes
apresentadas no ponto anterior.

DESAFIO AOS «LOGOISTAS»:

Construir um programa em LOGO para resolver este pro-
blema no caso geral. Admitir, mesmo, que a pobre Maria fica,
no fim, com algumas magas. A melhor solu¢do que chegar
a redacgdo de Educagdo e Matemdtica serd publicada no pré-
ximo nuimero.

LOGO e a Educacdo Matematica (coninuacao da pig. 4)

seja colocado ao servigo de um curriculo estdtico, qual-
quer que ele seja. Pelo contrdrio, parte-se do pressupos-
to de que a aprendizagem da Matematica € um processo
dindmico que exige um curriculo com grande maleabili-
dade. Afirmar que se trata de um ensino sem curriculo
seria adoptar um conceito extremamente limitado de cur-
riculo. No entanto, € possivel realizar actividades em LO-
GO com curriculo actual de Matemdtica mas para isso
serd necessdrio assumir alguns compromissos. O maior
destes compromissos serd assumir, de uma vez por to-
das, que cumprir os programas € essencialmente cumprir
os grandes objectivos desses programas, e para tal serd
eventualmente necessdrio trabalhar em tdpicos de Mate-
matica ndo contemplados nos programas actuais assim co-
mo dar um tratamento menos aprofundado noutros desses
contetidos.

Alids esta poderd ser uma forma interessante de os pro-
fessores reflectirem nos actuais programas, questionarem-
-se acerca da pertinéncia de alguns dos seus t6picos e
contribuirem para uma reformulagdo gradual que é en-
tendida em geral como imprescindivel.

O LOGO como instrumento de trabalho

A linguagem LOGO deve ser considerada, nas activi-
dades com os computadores em educagido, como instru-
mento de trabalho. A sua aprendizagem deve ser realizada
gradualmente, de acordo com as exigéncias dos proble-
mas que queremos resolver. Néo € preciso saber tudo de
uma vez. Novos comandos e novas operagoes serdo apren-
didas de acordo com as necessidades dos projectos que
vamos desenvolvendo.

Neste momento, existem diversas versdoes de LOGO
disponiveis para diferentes tipos de computadores. A pos-

sibilidade de usar diversas tartarugas, de as programar
de forma dinamica e de definir formas especiais para atri-
buir a essas tartarugas, abre possibilidades cujos limites
s30 a nossa propria imaginagdo. E € aqui que reside a
questdo fundamental. A criagdo de situagdes de aprendi-
zagem nesta perspectiva exige do professor trabalho e
criatividade.

O LOGO e o professor

A experiéncia vem demonstrando que é exactamente
no contexto do trabalho realizado com os alunos que as
ideias poderosas surgem e que a prépria aprendizagem da
linguagem ganha mais sentido. Naturalmente que o pro-
fessor nao deve esperar ir para a aula ‘armado‘ com to-
das as ideias e sugestoes ou esperar ‘saber LOGO* para
iniciar as actividades. Grande parte das iniciativas vém
dos alunos, e mais do que ninguém s3o eles que determi-
nam o éxito deste tipo de actividades.

O objectivo das actividades de programacio na lingua-
gem LOGO é o problema ou a situagdo que queremos in-
vestigar. Deste modo, a aprendizagem da linguagem
LOGO faz parte do proprio processo de trabalho. Néo
¢ necessdria uma longa e drida aprendizagem prévia dos
elementos de programagio antes de se comegar efectiva-
mente a programar. Pelo contrdrio, estamos sempre a
aprender novas combinagdes de instrugdes para produzir
determinado efeito. E é exactamente esta caracteristica
simultaneamente de facilidade de utilizagao e de abertura
aos nossos projectos que faz a linguagem LOGO um ins-
trumento de trabalho poderoso e aliciante, desafiando per-
manentemente a nossa imaginacao.
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