
Quantas Ma* Tinha a Maria? 

Urn born professor dew compreender e amvencer o sens 
allows que problems a&m fim completamente esgatado. 
Re& sempre algwna coisa a & e r ;  mediante suficiente 
esiudo e refiexSo podemos melhomr quaIfuer soluc& e, 
em todos OS casos, podems sempre melhomr a nossa 
compreens& da solufQo. 

G. Polya, How to solve it 

0 problema 

Maria tinha um cesto wm mam. Enwntron um 
amigo e deu-he metade das mafis que levava e mais 
meia mass. Depois enwntrou outro amigo e deu-he 
metade das mafis que ainda tinha e mais meia mafi. 
Finalmente encontrou um terceiro amigo e deu-he tam- 
b6n metade das mafis que h e  restavam e mais meia 
m e ,  ficando sem nenhuma. Quantas mafis tinha a 
Maria, antes de encontrar o primeiro amigo? 

A (mi) ml@o habitual 

0 ensino actual da Matedtica leva a pensar que a 
sol@o para todos os problemas wnsiste em Ã§p6-10 em 
equaf2m e depois aesolver a equafao*. Mas as recei- 
tas aprendidas para tramformar palavras em incognitas 
e (rases em equa(6es esquecem rapidamen@ e, portanto, 
mesmo naqneles casos em que esse t i p  de resolu@o 
hciona, as vagas reco- da escola & insuficien- 
tes p m  a p6r em prftica. 

No caso presente podemos realmente escrever, sendo 
n o n h e m  inicial de mafis, 

n-ii/2-l/2-(n-n/2-U2)/2-U2 ... niimero de 
depois do segundo amigo; 

[n-n/Z-U2-(n-d2-U2)/2- m]-[n-d2-U2- 
-(n-n/Z-l/2)/2-U2]/2-U2 ... ntfmem final de 
mafas. 

E igualando esta ultima expres.430 a zem, teremos a 
equ- procurada. Caso tenbarnos pacihcii para resol- 
ver esta equa^ao em N, obtemos n = 7, que 6 efectiva- 
mente a solu@o do problema posto. Mas temos que reco- 
nhecer que pouw ou nada aprendemos corn este 
processo! 

0 mftodo das tentativas 

Existe uma tend8ncia natural para procurar resolver 
este tip de pmblemas Ã§po tentativaw, pelo menos 
enquanto o ensino mdicional d o  a esmaga (Ã§tentiva 
nSo sio matemitica!~). Em princfpio, nada M a opor 
a este m^todo, o qual, de resto, estf a ser recuperado 
pela modem pedagogia wmo process0 adequado para 
atacar diferentes classes de pmblemas. fi em muitos cases 
uma abordagem bptima, pelo menos numa fase inicial, 
at6 se Ã§.wmtii o enunciado do problema. 0 que deve ser 
sugerido, a quem se lance nesta via, 6 que o m6todo das 
tentativas s6 tern sentido e pode ser eficaz na medida 
em que M alguma orientafao na sequtecia das tentati- 
vas e, sobretudo, se essa orieutaqiio 6 corrigida em 
face dos resultados que se v h  obtendo. 
Bor exempio, depois da primeim tentativa (que 6 natu- 

ral ser feita wm um n h e m  fmpar de mw&, quanm 
mais nSo seja para que a Maria nSo wmece a cottar 
mw& a0 meio, logo ao encontrar o primeii amigo.. .), 
deve perceber-se imediatamente se a segunda tentativa 
deve ser feita wm mais ou menos (wnforme, esta 
clam, o niimem de mafis am que Maria fica nesse caso 
6 negative ou positive). Al6m disso, se em duas tentati- 
vas sucessivas se o b t h ,  para resto das m, nheros 
de sinal contrario, isso reduz drasticamente as tentativas 
a fazer. 

Mas, ao seguir-se por este caminho, mais cedo ou mais 
tar& a sugestao Idgica 6 recorrer-se ao wmputador, o 
Ã§rei  das reso1u~k.s de pmblemas por tentativas. 

Resolu@o corn recurso ao computador 

Trata-se de desenvolver um programa que faca as ten- 
tativas por n6s, de modo sistemadw e corn a rapidez 
que caracteriza OS computadores. 

Mesmo para quern seja apenas urn iniciado em pm- 
gcm&oBASIC,nfio6diffcilimagharumtalpmgrama 
(em que as tentativas wnsistem em supor que a Maria 
tinha inicialmente uma, duas, MS, ... mw& e verificar 
se sim ou d o  depois de enwntrar OS MS amigos, fica 
sem nenhuma): 

ION-1 
20 M=N 
30FOR 1=1TO 3 REMostresamigos 
40 M=M-M12-U2 REMamesmaoperayao 
50 NEXT I 
60 IF M = 0 THEN GOlU SO REM a solu@o 
70N=N+1:0010  20 REM oum alternativa 
80 PRINT N : STOP 
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0 loop 30 a 50 corresponde i s  tres vezes em que 
Maria d6 metade das macis que tern e mais meia m*, 
e M 6 a varihvel que contam, em cada momento, o 
n h e m  de mafis corn que Maria vai ficando. Se, no 
fim do loop, M=0, o pmgrama imprime N e para. 
Enquanto isso nio acontecer, vio sendo feitos ensaios 
corn urn nUmem inicial de mafis cada vez maior 
(N = N + 1, na linguagem trapalhona do BASIC). 

Embora este p m p m a  resolva o pmblema posto, nio 
6 de mod0 nenhum, em minha opiniao, uma solufio inte- 
ressante e instrutiva. Segue-se uma outra que pode dar 
luga~ a certos desenvolvimentos corn interesse. 

Outra resolugiio do mesmo pmblema 

Se, ao encontrar o terceiro amigo, Maria h e  deu 
metade das mac& que tinha e mais meia maqi, e ficou 
sem nenhuma, en% nessa altura Maria tinha neces- 
sariamente uma macfi. Corn efeito, 6 clam que uma 
wi 6 o uniw nUmem de macis que verifica a condi- 
$a0 seguinte: subtraindo-lhe metade (ou seja meia mayS) 
e mais meia mac*, ficam zero mafis (1 - 112 - 112 = 0). 

Por sua vez, se depois de encontrar o segundo amigo 
e Ihe dar metade das macis e mais meia ma@ Maria 
fica corn uma macs, entao antes de o enwntrar tinha 
tr6s macis. Corn efeito, se assim for, Maria da 
312 + U2 = 2 macis e fica portanto corn uma. Final- 
mente, do mesmo modo se vâ que antes de encontrar 
o primeiro amigo Maria tinha 7 m&s, p i s  s6 assim, 
ao dar 712 + U2 = 4 mac&, ficarf corn trâ‚ mac&. 

Um caminho para chegar h solupio 
apresentada no ponto anterior 

A0 tentar, em primeim lugar, compreender bem o 
enunciado do pmblema, surge naturalmente a ideia de 
que Maria repete 3 vezes a mesma o p e r e :  dar metade 
das maqis que tern e mais meia mafi. Vemos assim que 
a pr6pria fonnula@o do pmblema o decompoe em trâ‚ 
pmblemas mais simples, todos wm a forma seguinte: 

~Maria tern x ma*, da metade de x e mais meia 
w i ,  e fica corn y macis; quanto vale X?* 

fi clam que sem conhecer y (as ma* corn que Maria 
fica) 6 impossfvel calcular x (as m@ que Maria tinha). 
Mas daqui nasce a ideia fundamental: em relafio ao ter- 
ceim amigo, conhecemos o valor de y, p i s  dii-se no 
enunciado que Maria fica sem nenhuma mafa, ou seja 
y =O; e daf conclui-se, como vimos, que X = 1. Fhtao, 
p repetifio sucessiva do mesmo raciocfnio, chega-se 
h soluca0 do pmblema posto. 

Exploragiio do resultado e generaliza@o 

6 natural (e deveria ser habitual na aprendizagem da 
Matedtica) perguntar: wmo depende a solufao do 
problema dos dados iniciais? Ou seja: 

1. Se mantivermos todo o enunciado excepto a frase 
Ã§mai meia m & ,  substituindo-a por Ã§mai uma maya>Ã  ̂
qual serf o resultado? Seguindo o metodo anterior de 
resoluqio, 6 fficil ver que Maria teria inicialmente, neste 
caso, 14 macaS. Podemos ainda ensaiar oums casos e 
construir uma tabela, em que m 6 o nUmem de ma* 
que Maria tinha inicialmente e a o nrimem de que 
da a cada amigo, para a l to  de dar metade das que 
tinha* (isto 6, a = U2 no enunciado, a = 1 se Maria da 
4 s  uma maci*, etc.). 

Constatamos assim que, para OS valores de a ensaia- 
dos, sempre que dobramos o valor de a, o valor de m 
vem multiplicado por 2, o que leva i 

Conjectura 1: m depende linearmente de a, ou seja, 

m = k. a, corn k wnstante. 

2. Vejamos agora como varia o resultado desk pro- 
blem corn o nrimero de amigos. Seguindo ainda o 
mesmo m&o, facilmente construfmos uma outra 
tabela, em que n 6 o n h e r o  de amigos e m o n h e m  
inicial de m*, mantendo-se sem a l t e reo  o resto do 
enunciado do problema: 

Somos levados assim i 

Conjectura 2: sendo n o n h e r o  de amigos e m as 
mafis que Maria tinha inicialmente, 

m=Zn-l 

3. 0 s  resultados antenores estimulam-nos a procwar 
uma express50 que resolva este problema no caso geral. 
Seja entao n o n h e r o  de amigos que Maria enwntra, 
lib apartedas W& queda a cadaum (b=2 se da 
aetade das ma$is qne tinhaÃ̂  b = 3 se d6 Ã§u terco 
das rna* que tinhaÃ̂  etc.) e a as mac& que Maria da 
a cada amigo al6m de dar lib das que tinha (a = 112 no 
enunciado, por exemplo). Supomos que no fun, tal como 
no enunciado original, Maria fica sem nenhuma mafi. 



Comecemos por ver qual o niimem de m ~ i s  (ml) 
que Maria tinha antes de encontrar o dltimo amigo. 
Como: 

ml-mdb-a=O 
tem-se 

ml=a.bl@-l) 

Quanta; ma@s teria Maria antes de enwntrar o peniil- 
timo amigo? 
De 

m2-mzh-a=ml 
resulta que 

m2 =a.  p/@ - l) + b2/@- l)'] (I,) 

Somos levados assim i 

Conjettura 3. Se for n o numero de amigos, o 
niimero mn de ma& que Maria tern antes de enwntrar 
o primeiro amigo ? &do por (fazendo para simplificar 
c=bl(b-l) ) 

mB=a.(c+c2+ ...+P)= a .  f. c' (In) 
i = l  

Tentemos pmvar, por inducio finita, que (In) 6 ver- 
dadeii para qualquer natural n . (L) 6 verdadeii, como 
vimos. Provemos entio que (In) implica (I,,+& 

Tem-se 
mn+i =c.(a+mn) 

e portanto 

ou seja 

A wnjectura 3 6 portanto, verdadeira. Em particular, 
fixando b e n, 

? wnstante e 

(Conjectura 1) 

m,=l/2. 2 2i=2n-l 
i =  l 

(Conjectura 2) 

Vejamos wmo pcde ser obtido, na resoln@o apresen- 
tada no ponto anterior, o niimem de mafis que Maria 
tern antes de enwntrar cada amigo. Utilizaremos para 
isso notafoes e wnceitos que podem ser dteis noutras 

sihuqoeS (em que tarn& tenhamos de resolver proble- 
m s  d o  fun para o princfpio~, wmo aqui). 

Observemos corn algum pormenor o que se passa 
quando Maria enwntra urn amigo e Ihe da lib das m@ 
que tern e mais a macis.Se for x o niimero de m$% 
que tinha e y o niimero de mac% wm que fiwu, y 
obt&n-se de X por meio de duas operacb (ou fim$ies, 
ou aplica^Qes) sucessivas. 

- a aplicqio f, que consiste em subtrair x h  a x 

- a aplicagao g, que consiste em subtrair a mac%. 

Assim, f pode exprimir-se wmo *multiplicar por 
( l-  lib)* e g como asubtrair a*. E de cada vez que 
enwntra urn amigo, Maria executa a wmposi(50 das 
duas aplica@s, ou seja, primeiro multiplica X por 
(1 - 1h) e depois subtrai a ao resultado da primeira ope- 
WO. Na notacio habitual 

em que gof representa a wmposi$io de f corn g (pri- 
meiro f, depois g). 

Isso ? o que Maria faz.. . Mas n6s, para resolvernos 
o problem, precisamos de executar o inverso do que 
Maria faz, p i s  apenas wnhecemos o resultado final (fica 
sem nenhuma mapi). Precisamos de passar de y para 
x - proceder do fim para o princfpio. Ora o esquem 
seguinte 

mostra bem que a aplica@o inversa de gof se obt6m exe- 
cutando primeim g'l (ou seja, a inversa de g) e depois 
/"l (a inversa de 8. Como g" = tadicionar a> e f = 
= dvidi r  por (l - l h ) ~ ,  ? agora clam como podemos 
passar de y para X: adicionamos a a y  e dividimos por 
1 - 1/b. Em particular, no pmblema &do, como a = 112 
e b=2, se depois do terceim amigo Maria fica sem 
nenhuma wi (y =0), entao antes de o enwntrar tinha 

antes de enwntrar o segundo tinha 

(1 + 1/2)/(1-112) = 3; 

e antes de enwntrar o primeiro tinha 

(3 + 1/2)/(1- 112) = 7. 



1. A maior dificuldade que surge habitualmente na 
resoluqio deste problema resulta de o enunciado apre- 
sentar a sequencia de acontecimentos numa determinada 
ordem e a solu$io ter de ser encontrada raciocinando 
na ordem inversa, do fim para o principio. Este metodo 
exige que se venqa uma certa resisttocia psicol6gica 
(refowada talvez pelo vicio do Ã§p6 em equa@o~) a alte- 
rar a ordem em que as cond ies  ou dados de um pro- 
blem s2o apresentados. Mas af reside precisamente o 
principal interesse do problema, a introduyZo e explo- 
ra@o de um metodo de resolufio comum a muitos pm- 
blemas de nfveis diferentes de complexidade (a *back- 
tracking strategy & intelighcia artificial). 

actividades suficientes. Outros moskuZo interesse bas- 
tank para justificar o tip de explorafio do resultado 
apresentado no ponto em que se faz a generalua@o, 
incluindo ou nib a demonstrafio da express20 geral. 
Outros ainda, certamente em menor nbero ,  terio inte- 
resse numa sistematizaqZo dos conceitos que estao na 
base da resolu@o deste e de outros t i p s  semelhantes 
de problemas e de questoes de Matematica, e por isso 
entrario corn prazer (sobretudo se pressentirem no pm- 
fessor o mesmo prazer.. .) no gfaem de wnsidera$Cies 
apresentadas no ponto anterior. 

DESAFIO AOS aLOWISTASm: 
2. Este pmblema presta-se para diversificar o ensino, Cnnstruir urn program em LOGO para resolver este pro- de acordo corn OS interesses e aptidoes diferentes que bl- no - goal. mesmo, que a poh fica, 

sempre coexistem na aula. Para muitos alunos, a pro- nn fim. corn aloumas macas. A melhor snliicfin aue cheoar -. , - - -, -. . - . - . - . - ....,-. .-.-- 
cura de uma s o l ~ @ ~  para o problema original, a utili- h redacc5o de E d u c w  e Matematica sed ~ublicada no pr6- 
za@o de tentativas e a resolufio por computador serio ximo n&ero. 

seja colocado ao serviyo de urn curriculo estatico, qual- 
quer que ele seja. Pelo contrfrio, parte-se do pressupos- 
to de que a aprendizagem da Matedtica 6 um processo 
dinamico que exige urn curriculo corn grande maleabiii- 
dade. Afirmar que se trata de um ensino sem currfculo 
seria adoptar um conceit0 extremamente limitado de cur- 
riculo. No entanto, 6 possfvel realizar actividades em LO- 
GO corn cum'culo actual de Matedtica mas para isso 
serf necessario assurnir alguns compromissos. 0 maior 
destes compromissos serf assumir, de uma vez por to- 
das, que cumprir OS programas 6 essencialmente cumprir 
OS grandes objectives desses programas, e para tal serf 
eventualmente necessArio trabalhar em t6picos de Mate- 
d t i c a  na0 contemplados nos programas actuais assim CO- 
mo dar urn tratamento menos aprofundado noutros desses 
contealdos. 

Alias esta poder6 ser uma forma interessante de OS pro- 
fessores reflectirem nos actuais programas, questionarem- 
-se acerca da pertinfacia de alguns dos seus tdpicos e 
contribuirem para uma refonnulafio gradual que 6 en- 
tendida em geral como imprescindivel. 

0 LOGO como instrumento de trabalho 

A linguagem LOGO deve ser considerada, nas activi- 
dades corn OS computadores em educafb, como instm- 
mento de trabalho. A sua aprendizagem deve ser realizada 
gradualmente, de acordo corn as exigencias dos proble- 
masque queremos resolver. Nio 6 precise saber tudo de 
uma vez. Novos cornandos e novas opera@& serio apren- 
didas de acordo corn as necessidades dos pmjectos que 
vamos desenvolvendo. 

Neste momento, existem diversas versks de LOGO 
disponi'veis para diferentes t ips  de computadores. A pos- 

sibilidade de usar diversas tartamgas, de as programa~ 
de forma d i i c a  e de definir formas especiais para atri- 
buir a essas tartamgas, abre possibiidades cujos limites 
sio a nossa pr6pria imagina@o. E 6 aqui que reside a 
questao fundamental. A criqio de situa$ks de aprendi- 
zagem nesta perspectiva exige do professor trabalho e 
criatividade. 

0 LOGO e o professor 

A experikncia vem demonstrando que 6 exactamente 
no wntexto do trabalho r e a l i i o  corn OS alunos que as 
ideias poderosas surgem e que a pn5pria aprendizagem da 
linguagem ganha mais sentido. Naturalmente que o pro- 
fessor I& deve esperar ir para a aula 'annadd corn to- 
das as ideias e sugestoes ou esperar 'saber LOGO' para 
iniciar as actividades. Grande pane das iniciativas vem 
dos alunos, e mais do que ningu6m s2o eles que detenni- 
nam o exit0 deste tip de actividades. 

0 objective das actividades de programa@o na lmgua- 
gem LOGO 6 o problema ou a situacb que queremos in- 
vestigar. Deste modo, a aprendizagem da linguagem 
LOGO faz pane do prfprio processo de trabalho. Nio 
6 necessaria uma longa e arida aprendizagem pr^via dos 
elementos de programa@o antes de se comecar efectiva- 
mente a programar. Pelo contrario, estamos sempre a 
aprender novas combina@es de instmfoes para produzir 
determinado efeito. E 6 exactamente esta caracterfstica 
simultaneamente de facilidade de utiliiafio e de abertura 
aos nossos projectos que faz a linguagem LOGO urn ins- 
tnunento de trabalho podemso e aliciante, desafiando per- 
manentemente a nossa imaginaW. 
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