Os ambientes de geometria dindmica (AGD) sao uma fa-

milia de programas assentes na mesma funcionalidade:
todos fornecem um conjunto de ferramentas de constru-
¢3o e medigdo rigorosas que permitem construir elemen-
tos livres (por exemplo, segmentos ou pontos arbitrarios),
podendo ser movidos ou transformados quando arrasta-
dos por um cursor, e outros elementos construidos a partir
daqueles (frequentemente designados por dependentes)
e que se ajustam automaticamente de forma a preserva-
rem todas as rela¢des de dependéncia da construcio ini-
cial (King & Shattschneider, 2003). Estas carateristicas
tornam possivel uma outra funcionalidade que é a mani-
pulacio das figuras através do arrastamento mantendo as
suas propriedades. Por um lado, a manipulagio da constru-
¢do faz emergir as propriedades que se mantém invarian-
tes ao arrastamento e, por outro, funciona como um teste
que permite validar se a construgio esti ou nio correta.

King e Shattschneider (2003) apresentam oito razdes
para utilizar os AGD: (i) tirar partido do rigor das constru-
¢Oes geométricas e das suas medi¢des que conduzem a
um elevado grau de confianca nos resultados obtidos; (ii)
promover a visualiza¢do, ja que o AGD “ajuda os alunos a
ver [itilico dos autores] o que significa um facto verdadei-
ro em geral” (p. 10); (iii) incentivar a exploragdo, investi-
gacio e descoberta conduzindo a formula¢3o de questdes
(em especial, a questdo “e se?”) e conjeturas, bem como
o seu teste; (iv) motivar para a demonstra¢do, pois a evi-
déncia experimental obtida com o AGD oferece a convic-
¢30 necessaria para tal empreendimento, além de que o
proprio AGD pode fornecer pistas tteis para a constru-
¢3o dessa demonstra¢do; (v) apoiar a compreensio das
transformacdes geométricas, pois ao testemunharem os
efeitos destas transformacdes, os alunos percebem que
ndo sao meras formulas simbdlicas e apercebem-se me-
lhor das suas propriedades; (vi) apoiar a compreensdo dos
lugares geométricos, particularmente de algumas curvas
classicas para as quais é usada, na maioria das vezes, uma
abordagem analitica; (vii) fornecer oportunidades de si-
mulagio de uma enorme variedade de situagdes; e (viii)
possibilitar a criagdo de micromundos através da utiliza-
¢do de scripts que produzem novas ferramentas, permi-
tindo a explora¢do de geometrias n3o-euclidianas.
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Uma énfase que tem sido dada a utilizagdo dos AGD éa
realizacdo de construgdes geométricas. Laborde (2001) com-
para este tipo de atividade quando realizada com recurso a
um AGD (no caso o Cabri-Géométre) versus com recurso a
papel e lapis. Na sua opinido, quando fazemos construcdes
com papel e lapis, a atividade é muitas vezes controlada pela
percecio em vez de ser orientada pelas propriedades da fi-
gura. Ao contrario, num AGD ndo é possivel construir um
quadrado “a olho” e é necesséario mobilizar um conjunto de
propriedades que possam definir a figura, as quais s3o vei-
culadas através das ferramentas usadas na construcio.

Esta capacidade de identificar as componentes de uma
figura e relacioné-las entre si de varias formas — uma com-
ponente fundamental da capacidade de visualiza¢do — deve
ser promovida continuadamente, como defendem as orien-
tacoes curriculares provenientes da investigacao em didatica
da matematica. Por exemplo, o NCTM afirma que “os alunos
que conseguem visualizar de maneiras diferentes uma dada
configuracdo podem possuir mais conhecimentos e poder
matematicos do que aqueles que estdo limitados a uma tni-
ca perspetiva” (NCTM, 2007, p. 118). No niimero tematico
anterior da Educagdo e Matemdtica, dedicado a criatividade,
Isabel Vale (2015) fala-nos mesmo da “arte de ver” referin-
do Leonardo da Vinci, para quem esta capacidade estava na
raiz da inventividade e criatividade. Mas também na mate-
matica, o conceito de “olho geométrico”, da autoria do mate-
matico do inicio do século XX Charles Godfrey, e recuperada
por Fujita e Jones, enfatiza “o poder de ver as propriedades
geométricas destacadas da figura” (2002, p. 385).

Na verdade, a forma como configuramos os objetos geomé-
tricos esta, para Battista (2008), na base do raciocinio geomé-
trico e pode ser descrita a partir dos conceitos de estruturagdo
espacial, geométrica e l6gica/axiomatica. A estruturagdo espa-
cial é um tipo de abstra¢do correspondente ao ato mental de
construir uma organizagdo ou uma configuracio para um ob-
jeto ou conjunto de objetos, através da identificacdo das suas
componentes, da forma como se combinam e relacionam.
A estruturacdo geométrica descreve a estrutura¢io espacial
através de conceitos formais, tais como congruéncia, para-
lelismo, angulo, transformacdes geométricas ou sistemas
de coordenadas. A estrutura¢do geométrica assenta na es-
truturag¢do espacial, isto é, para que seja possivel estruturar
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geometricamente um objeto, é necessario que o individuo
tenha interiorizado a estrutura¢do espacial corresponden-
te. A estruturacio logica/axiomatica organiza formalmente
os conceitos geométricos num sistema para que as suas re-
lagbes possam ser estabelecidas através de dedugio logica.

Nos préximos pontos, analisarei algumas construg¢des
geométricas produzidas por estudantes da Licenciatura
em Educacio Bésica com recurso a um AGD, procurando
compreender a forma como estruturam as figuras. As re-
solugdes apresentadas pertencem a Catarina Chaves, Ca-
rolina Rodrigues e Francisco Cruz e foram selecionadas
por representarem a diversidade de raciocinios que sur-
giram na atividade.

Construir estrelas
1. Construa cada uma das estrelas. Descreva su-
mariamente o processo de construcio que usou.

h o
><\/>< <\\/

2. Para cada uma das estrelas obtenha um outro

processo distinto de construcdo. Descreva su-
mariamente o processo usado.

3. Construa outras estrelas desta familia com maior
nimero de vértices, usando processos de cons-
trucdo analogos. Generalize um dos processos
de construgdo que usou.

4. Estabeleca relacdes entre o nimero de pontas da
estrela e outros elementos da construcio.

Figura 1. Tarefa Construir estrelas (adaptada de Johnston-
Wilder e Mason, 2005).

As construgdes geométricas dizem respeito a tarefa apre-
sentada na figura 1, resolvida na sala de aula com recurso
ao Geogebra. As resolucdes que apresento sio retiradas
dos seus portefdlios'.

REsoLucAo DE CATARINA

Nesta resolucio apresento os dois processos utilizados por
Catarina, sendo que o processo A é descrito estritamente
para as estrelas de 6 e 8 pontas e o B tem uma descri¢ao
generalizada a construc¢do de qualquer estrela desta familia.

Processo A
L p
: : [ )

Estrela de 6 pontas: Construir um hexagono regular, en-

contrar os pontos médios de cada lado e unir os pontos
médios ndo consecutivos. Estrela de 8 pontas: O mes-
mo processo comecando com um octdégono.

Processo B

Construir um poligono com um determinado niimero

de lados e construir dois poligonos nele a partir da uniio
de vértices ndo consecutivos.

O ntmero de pontas das estrelas corresponde ao name-
ro de vértices do poligono utilizado para a sua constru-
¢3o. N3o é possivel utilizar [este processo] com base em
poligonos regulares de nimero de lados impar, uma vez
que nio existem dois conjuntos de pontos n3o consecu-
tivos que possam ser unidos.

Figura 2. Resolugdo de Catarina da tarefa Construir estrelas.

Ambas as construcdes assentam na visualiza¢do da es-
trela como uma figura s6 (ou seja, como um todo) e um
hexagono regular (no caso da estrela de 6 pontas) onde a
estrela se inscreve de duas formas — no processo A, os vér-
tices da estrela coincidem com os pontos médios dos lados
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do hexigono e, no processo B, com os vértices do hexdgono.
Assim, em qualquer dos casos, s3o mobilizados elemen-
tos invisiveis e que foram criados para auxiliar a construcio
da estrela. Curiosamente, o processo A com que Catarina
inicia a constru¢do é menos direto do que o processo B, ja
que implica a determinag¢do dos pontos médios dos lados
do poligono regular. Uma possivel explicagdo para esta se-
quéncia é o facto de o hexdgono que é visualizado no pro-
cesso A estar na posicao em que essa figura é habitualmente
apresentada, o que pode ter levado a formanda a visuali-
za-lo mais rapidamente do que o hexdgono no processo B.

No que diz respeito a generalizagdo, Catarina consegue
apresentar um processo que pode ser aplicado a qualquer
estrela e estabelece uma relagio entre o poligono de que par-
te e o nimero de vértices da estrela. Finalmente, identifica
que o poligono regular inicial ndo pode ter um ntimero de
lados impar e apresenta uma justificagio para esta conclusio.

REsoLucAo DE CAROLINA

Carolina construiu as estrelas recorrendo a um processo idén-
tico ao processo B de Catarina e outro processo, apresentado
na figura 3, que descreve generalizado para qualquer estrela.

1. Construir uma figura inicial de acordo com o ntme-
ro de pontas da estrela pretendido (este poligono devera
ser um poligono regular em que o seu namero de vérti-
ces é metade do nimero de pontas da estrela). 2. Tracar
as mediatrizes de cada um dos lados do poligono previa-
mente construido para assim ser descoberto o seu centro.
3. Tracar uma circunferéncia com centro no ponto de in-
tersecdo das mediatrizes e com raio até um dos vértices
da figura 4. Os pontos de interse¢do entre as mediatri-
zes e a circunferéncia serdo os vértices da segunda figu-
ra que compde a estrela.

O ntimero de pontas da estrela é o dobro do nimero de

lados da figura que se usa inicialmente para a construgio.

Ao contrario do primeiro processo que utilizou, nes-
ta construcdo Carolina olha para a estrela decompondo-a
em dois poligonos regulares congruentes, sendo que um
deles constitui o ponto de partida para a construgdo. A de-
terminac¢do do segundo poligono implica a visualiza¢io da
estrela inscrita na circunferéncia e, além disso, a visualiza-
¢do dos vértices do segundo poligono contidos nas media-
trizes (um conceito que nio dominava), o que significa o
reconhecimento de que os vértices consecutivos da estre-
la s3o equidistantes entre si e ainda equidistantes do cen-
tro da estrela. No que respeita as relacoes entre elementos
da construcio e o niimero de pontas da estrela, identifica
que este é o dobro do nimero de vértices do poligono ini-
cial, mas n3o justifica porqué.

REesoLucAo pE Francisco

O segundo processo a que Francisco recorre e que apre-
sento na figura 4, tem uma primeira formulacio para a es-
trela de 6 pontas e uma segunda generalizada a qualquer
nimero de pontas.

Neste processo, Francisco olha para a figura da mes-
ma forma que Carolina, ou seja, decompondo a estrela em
duas figuras congruentes. A sua resolugdo acaba por ser
equivalente 3 da sua colega porque recorre as mesmas re-

Construgdo de um poligono regular de 3 lados. Marcam-
-se as mediatrizes dos lados para encontrar o ponto de
interse¢do. O passo seguinte consiste na rotacio da fi-
gura em torno do ponto de interse¢do e amplitude 60°
= (360/(3 x 2))

Comegar com qualquer poligono regular de x lados e ro-
da-lo em torno do ponto central com uma amplitude de
360°/(n.° lados do poligono x 2)

Nimero de pontas = n.° de lados do poligono inicial x 2
Numero de pontas = 360/amplitude de rotacdo

Figura 3. Resolugdo de Carolina da tarefa Construir estrelas.
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Figura 4. Resolucdo de Francisco da tarefa Construir estrelas.
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laces — a equidistancia entre os vértices consecutivos da
estrela e entre estes e o centro da estrela. Contudo, Caroli-
na parece olhar para a estrela de um ponto de vista estati-
co, enquanto Francisco visualiza o “movimento” de rotacio
do primeiro poligono de forma a obter o segundo e assim
construir a estrela.

No que respeita as relagdes entre elementos da constru-
¢3o e o nimero de pontas da estrela, Francisco estabelece
duas relacdes validas — com a amplitude de rotagdo e com
o ntmero de lados do poligono inicial. Além disso, gene-
ralizou o processo de constru¢do mobilizando uma tercei-
ra rela¢3o entre a amplitude do dngulo de rotacio e o na-
mero de lados do poligono inicial.

O PAPEL DO GEOGEBRA

As resolucdes que apresentamos sdo todas validas e todos
os participantes foram bem-sucedidos na resolugdo da ta-
refa, tendo elaborado as construgdes através de processos
diferentes e mostrando ainda grande envolvimento na ati-
vidade. O facto de esta tarefa ter sido escolhida para cons-
tar no portefélio individual por quase todos os estudantes,
constitui também um indicador de que o trabalho realiza-
do foi considerado bastante significativo. Na verdade, este
aspeto foi referido por todos e as reflexdes constantes nos
portefolios suportam algumas das conclusdes que passa-
rei a apresentar.

A principal conclusio que pretendo destacar é que o Geo-
gebra potencia significativamente a estruturagdo geométrica,
o que deriva de diferentes caracteristicas e potencialidades
que reconhecemos no AGD. Comeco com duas caracteris-
ticas — a facilidade de utilizac3o e o rigor das construcdes
— as quais associo a duas potencialidades — a promogdo da
intui¢do e da exploracdo. Por vezes, foi notério que os es-
tudantes comegavam a construc¢io partindo da intuicdo de
que a utilizac3o de algumas propriedades ou elementos da
figura (ou figuras auxiliares) poderiam ser Gteis para o fim
em vista, mas sem certeza. A possibilidade de testar facil-
mente essas conjeturas através de uma construcio rapida
e rigorosa, ou voltar atrs caso nio se verificassem, foi um
aspeto determinante, como podemos reconhecer nas pala-
vras de Catarina:

Com a aplicagdo do Geogebra, foi possivel explorar di-
ferentes formas de construgio de estrelas utilizando
poligonos, retas, pontos médios, retas paralelas, entre
outros, de forma facil, simples e com rigor. A ndo utili-
zagdo desta aplica¢do traduzir-se-ia num processo lon-

go e relativamente dificil, especialmente no momen-
to de constru¢io dos poligonos regulares utilizados
como base para a construgdo das estrelas. (Portefdlio)

Outra potencialidade do Geogebra que emergiu em al-
guns momentos é a promogao da justificagdo. De facto, a
possibilidade de testar a validade das construg¢des, quase
num processo de tentativa e erro, ndo significa que os es-
tudantes nio tenham refletido sobre os passos a dar para
chegar a estrela pretendida, como observamos no comen-
tario de Ana Lucia:

Apbs a descoberta da ferramenta que realizava a ro-
tacdo da figura selecionada, segundo um angulo es-
colhido por mim, tive de refletir sobre qual o valor
que deveria aplicar a cada poligono regular consoan-
te o nuimero de lados de cada um. Este foi um ponto
que me fez demorar mais tempo a resolver a tarefa,
pois tive de parar e pensar sobre o porqué de o dngu-
lo de rotacdo diferir conforme o ntimero de lados, as-
sim como, encontrar uma resposta matematica que
me apresentasse o valor correto referente a cada figu-
ra geométrica. (Portefélio)

No caso desta formanda, vemos que sentiu a necessida-
de de refletir sobre o valor da amplitude a introduzir mas,
mais do que isso, essa agdo conduziu-a a pensar na justifi-
cagdo do valor escolhido, relacionando-o com o niimero de
lados do poligono original. Desta forma, vemos que apesar
de 0 AGD ter um papel importante na convic¢do do utiliza-
dor de que uma relacio é valida, podendo conduzir a subva-
lorizagdo da justificagdo ou prova, ele pode ter o efeito con-
trario, ou seja, promover a procura da justifica¢io para as
relacdes encontradas. Esta ideia estende-se ainda as cons-
trucdes impossiveis, tal como vemos Catarina a justificar
(figura 2) por que razdo nio é possivel partir de um poli-
gono com um ntmero impar de lados.

Uma outra caracteristica do Geogebra é levar-nos a tra-
balhar com os conceitos formais associados as suas ferra-
mentas. Podemos pensar que s6 é possivel tirar partido do
AGD quando se opera ao nivel da estruturacio geométri-
ca, ou seja, quando ja se dominam os conceitos e, de facto,
como refere Battista (2007), n3o é possivel fazer as cons-
trucdes geométricas sem ter atingido algum nivel de “ex-
plicitagdo conceptual e representacional”. No entanto, estes
dados mostram que o Geogebra pode favorecer a transi¢do
da estruturagdo espacial para a geométrica. Finalmente,
em ligacdo a natureza aberta da tarefa que promove dife-

:: NOVEMBRO :: DEZEMBRO 139-140 41



rentes resoluc¢des, o Geogebra apoia esta diversidade através
do conjunto de ferramentas que disponibiliza, o que é tam-
bém um estimulo a criatividade, tal como refere Francisco:

A escolha desta tarefa incidiu no facto desta nos dar
liberdade, com a ajuda visual do Geogebra, para cons-
truirmos as figuras a partir de processos distintos.
Estes processos dependem da nossa capacidade de
imaginar sobreposicio de figuras geométricas, linhas
orientadoras na construgio (retas, semirretas, etc.) e
outros pontos indispensaveis da figura final (estrela)
... melhora a capacidade de encontrar relacdes entre
figuras e os seus elementos de constru¢io (dependen-
do do processo) e estimula a criatividade no proces-
so em si. (Portefélio)

Concluindo, este trabalho confirma as afirmacdes de
King e Shattschneider (2003) no que respeita as razdes que
apoiam a utilizacdo dos AGD, particularmente no que res-
peita a tirar partido do rigor e promover a visualiza¢3o, ex-
ploragdo, investigacdo, descoberta e demonstra¢do, ao que
acrescento a criatividade e a intuicdo. Além disso, as reso-
lucdes apresentadas evidenciam ainda que a realizacio de
construgdes no Geogebra contribui para a estruturagio es-
pacial e geométrica. De facto, tal como dizem Fujita e Jo-
nes (2002), é necessario treinar o “olho geométrico”, ou
seja, a capacidade de destacar as propriedades das figuras,
algo que foi central na atividade realizada e claramente fa-
vorecido pelo AGD.

Notas

W Algumas figuras foram reproduzidas para este artigo,
por forma a garantir a sua legibilidade. As resolucdes
apresentadas correspondem a excertos das resolucdes
originais de forma a ilustrar os métodos utilizados.

2] Este artigo foi escrito a partir de uma comunicagio apre-
sentada no Encontro de Investiga¢do em Educa¢io Ma-
tematica, com a referéncia Brunheira, L. & Ponte, J. P.
(20106). Realizar constru¢des geométricas com o Geo-
gebra, o contributo do AGD para a estrutura¢io geomé-
trica. In A. P. Canavarro, A. Borralho, J. Brocardo & L.
Santos (Eds.), Atas do Encontro de Investigacdo em Edu-
cagdo Matemdtica (pp. 341-353). Evora: Sociedade Portu-
guesa de Investigacdo em Educa¢do Matematica.
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