Alguns 'sim’, ‘'mas’e 'talvez,
a propdsito do ensino das fungoes
| - comeco de um debate? -

A propdsito do artigo ‘O conceito de fun¢do no curriculo de Matemdtica’ ,da autoria de Jodo Pedro da
Ponte, publicado no niimero anterior de Educagdo e Matemdtica, Eduardo Veloso escreveu uns 'sins’ e
alguns 'mas’. Jodo Pedro da Ponte leu e retorquiu. Publicamos a seguir o que ambos nos fizeram chegar .

Iniciar-se-d, desta maneira, um debate mais alargado a este propdsito? Talvez...

Do iiltimo nimero de Educagio e
Matematica, dedicado as fungdes, per-
mito-me destacar o artigo de J. Pedro
Ponte, intitulado “O conceito de fungdo
no curriculo de Matemitica”. Deste im-
portante e estimulante artigo uma parte €
dedicada precisamente as “func¢ées no
curriculo dc Matemadtica” ¢ € a este res-
peito que gostaria de fazer alguns co-
mentarios correspondentes ao
“sim,sim” do titulo desta nota— e acres-
centar algumas observagdes — corres-
pondentes estas ao “mas”...

Vejamos primeiro o “sim, sim”. Pas-
sei alguns meses da minha vida, no
periodo militante da Matematica Moder-
na(MM),atentarexplicar aos tele-espec-
tadores portugueses (quantos?), no
hordrio nobre das sete da tarde, durante
meia hora, o conceito de fungdo como
devia ser — “sdo dados dois conjuntos A
e B, eumalei...” ou, ainda melhor, “con-
sideremos um subconjunto do produto
cartesiano AxB verificandoacondi¢o...”
—edando em seguidaosclassicosexem-
plos das fungdes pai, avé paterno, etc..
Reconhego hoje que nesse aspecto, ¢
certamente noutros, as orientacoes da
MM estavam erradas. Foi sobretudo com-
pletamente irresponsdvel ¢ absurda a
generalizagdo ¢ “trivializagfo”, comolhe
chama J. Pedro Ponte, que se seguiu a
esses tempos pioneiros, quando as boli-

nhas e setas, erigidas em esquema abso-
luto, invadiram todos os niveis de ensino
desde o primdrio. Acredito hoje que a
base concreta a partir da qual devemos
comecgar a ajudar cada aluno a ir cons-
truindo o conceito de fungdo devera ser
constituida pelas fungdes numéricas.

A experiéncia que ja temos, no pro-
jectoMAT,,, — ver Leonor Cunha Leal,
Fungées no terceiro ciclo do ensino
bdsico- uma possivel abordagem, no
mesmo nimero da revista — confirma
também grande parte das linhas de orien-
tacdo apontadas por J. Pedro Ponte —
nomeadamente a importincia dos aspec-
tos quantitativos, da construgio de tabe-
las, da aquisi¢do da sensibilidade quanto
asaproximagoes e da articula¢do perma-
nente entre as vdrias representagdes
(numérica, grafica, analitica), com o
estudo analitico “a surgir com base em
actividades sistematicamente feitas a
partir das representacbes numérica e
grifica”. Portanto, até aqui, muitos
“sim™...

Vejamos agora o “mas...”. Conside-
ro que pelo menos dois aspectos do
problema “fungdes no curriculo” mere-
cem uma atencdo que ndo lhes € con-
cedida no artigo que estamos a comentar
— ou, pelo menos, uma maior atengao.

Um desses aspectos refere-se ao

caracter algoritmico que pode ser asso-
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Sim, sim, mas...
Eduardo Veloso

ciado a cada fungfo. Parece-me que a
importancia da fung¢io como algoritmo
n3o estd relacionada apenas com o facto
de ser esse 0 aspecto considerado nas
Ciéncias da Computagio mas princi-
palmente, do ponto de vista educativo,
de que essa visdo dinAmica da relagdo
funcional ¢ facilmente accite ¢ com-
preendida pelos alunos, no inicio do ter-
ceiro ciclo do ensino bésico e talvez
mesmoantes. Uma fungdonumérica pode
ser apresentada de modo intuitivo como
uma mdquinachamada fque transforma
cada nimero x que lhe fornecemos no
nimero f(x). Essa maquina pode ser
facilmente simulada por um pequeno
programz de computador. No projecto
MAT,,, , foi esta precisamente a pri-
meira abordagem que se fez do conceito
de fungdo, com resultados que conside-
ramos muito positivos (v. artigo citado
de L. Cunha Leal).

Um outro aspecto nfio considerado
no artigo de J. Pedro Ponte, refere-se a
um ponto de vista sobre o ensino das
fungbes, em meu entender correcto e
fundamental, que estava pelo menos
implicito no movimento da M.M. —
embora nao passado a prética nos pro-
gramas vigentes — ¢ que seria muito
ncgativo s¢ fosse deitado para o lixo
juntamente com as bolinhas e as setas...
Quero referir-me a perspectiva de que
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paraacompreensdodoconceitode fungio
existem dois aspectos essenciais € com-
plementares, que resumirei da seguinte
forma:

* N0 primeiro aspecto, as fungdes sdo
consideradas uma de cada vez, ¢ explici-
tadas e representadas nas vdrias formas
possiveis, tal como estd extensa ¢ exem-
plarmente explicado no artigo que esta-
mos a comentar;

* no segundo aspecto, as fungdes
tornam-se objectos da Matemaética re-
laciondveis e combindveis.

Seria errado, no meu entender, des-
prezar, no ensino das fung¢ées, mesmo
elementar, este segundo aspecto. E certo
queeleapenas se explicitou neste século,
é precisamente uma conquista ¢ das mais
importantes da Matemdtica contem-
poranea. Mas seriamau que os alunos do
ensino basico ficassem, a este respeito,
na Matematica do século passado, es-
tando a do nosso século reservada para
0s que prosseguem os seus estudos.
Parece-me claro que o primeiro aspecto,
no ensino, deve preceder obrigatoria-
mente o segundo, e qub este deve ser
abordado de modo muito intuitivo e
elementar. Mas seria ficar a um nivel
muito rasteiro ¢ insuficiente ocuparmo-
nosapenasdo primeiroaspecto. Tal como
para conhecer uma paisagem nos eleva-

mos a um ponto alto, com o fim de
ganhar perspectiva, no estudo das
fungdes devemos dar, por pequeno que
seja, um passo no mesmo sentido, ele-
vando-nos de f(x) para f , ¢ depois con-
siderando duas fung¢des f e g, procurando
os valores de x para os quais sdo iguais,
tentando dar significadoaf + gef.g, elc..

Tudo isto pode e deve ser feito sem
formalismos desnecessdrios, de modo
intuitivo, experimental ¢ com grande
apoio nas representagdes graficas. Pode
por exemplo estudar-se a fungiio f(x) =
2x e tragar-se o seu gréfico. Depois dar
um exemplo de uma fungio constante, a
fungio g(x)=1. O seu grafico também
pode ser tragado. Que podera significar
f+g, podemos mesmo dizer f+1? Qual
serdoseu grafico? Como pode serobtido
a partir dos dois graficos? Numa ocasido
posterior, f ¢ g ja sio outras fungdes,
f(x)=x ¢ g(x)=-1. Tracamos os secus
graficos. Que significard o produto f.g?
Como seré o scu grafico? Sendo fagora
uma fung¢do qualquer, por exemplo dada
pelo seu grafico, qual serd o grafico da
fungio -1.f?

Julgo também que a composigio de
fungdes deve ser abordada, embora, estd
claro, de forma intuitiva ¢ nio técnica.
Narealidade, estamos perante uma nova
forma caracteristica de combinar objec-

Sim e néao (ou talvez)

Jodo Pedro Ponte

Agradecendo os diversos “sins”
manifestados por E. Veloso em relagio
ao meu artigo no nimero anterior da
revista Educagio ¢ Matematica, creio
merecerem alguns comentarios os “mas”
entretanto levantados.

Comegarei pelo segundo, que me
parece francamente mais simples. A
adicdo, subtragdo, multiplicaciio edivisio
de fungdes sdo temas que devem scr
abordados no ensino secunddrio (even-
tualmente de forma muito elementar no

3¢ciclo doensino basico). A composigio
de fungdes pode ser igualmente tratada,
embora, como conceito mais delicado,
exija os necessdrios cuidados. Neste
ponto ndo havera grandes discordancias,
com aressalva de que, na minha opinido,
ndo se tratam de ‘“conquistas da
Matemdtica do Século XX mas antes de
aspectos do conceito de funcio que estio
presentes desde a sua origem. Lembre-
mos que, por exemplo, ja Leibniz traba-
lhava com produtos de fungdes, tendo
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tos matemadticos. Se oconceitode fungdo
foiinicialmente abordado no seu aspecto
algoritmico, a composi¢do de fungdes é
uma operagdo quase trivial — ¢é facil
imaginar duas miquinas encadeadas, em
que o que sai de uma da entrada na
outra... Os alunos do projecto MAT,
tiveram o seu primeiro contacto com a
composicdo de fungdes no decorrer de
um teste, ¢ consideramos a experiéncia
positiva (v. artigo citado de L. Cunha
Leal). Julgo que as transformagdes geo-
métricas, que inicialmente devem ser
abordadas numa perspectiva nio fun-
cional, podem constituir um bom mate-
rial para encontrar exemplos interessan-
tes da composicdo de fungdes, num
processo essencialmente matematico de
simplificagfio e enquadradamento num
esquema unificador.

Parece-me que assim, crelativamente
ao conceito de fungfo, o curriculo de
Matematica pode cumprir um dos scus
objectivos maisrelevantes—o de ajudar
a adquirir progressivamente, por parte
dos alunos, acompreensio da naturcza ¢
daimportancia dos objectos e dos proces-
sos matemdticos, nomeadamente dos
mais actuais.

Eduardo Veloso
Departamento de Educagdo
Faculdade de Ciéncias de Lisboa

tido alids grande dificuldade em acertar
com a regra da derivada do produto, que
imaginava seguir uma lei do tipo
D(fg)=(Df) (Dg). O uso de uma notacdo
moderna, obviamente vantajoso neste
caso, ndo nos deve fazer esquecer a
origem concreta dos conceitos.
Passemos entdo a outra questdo. O
conceito de algoritmo constitui uma pers-
pectiva nova ¢ prometedora, alimentada
pelo desenvolvimento das Ciéncias da
Computagdo. Por um reforgo da pers-



pectivaalgoritmica da Matematica esco-
lar se (ém batido alguns matematicos,
como A. Engel. Mas o facto € que dispo-
mos ainda hoje de reduzidas indicagoes
concretas sobre o valor pedagdgico desta
abordagem.

Apresentar uma fun¢iio como um
algoritmo s6 poder4 ter interesse sc isso
vier a dar origem ao estudo de diversos
algoritmosedassuas propriedades. Como
procurei defender no artigo em causa,
ndo serve de nada falar de conceitos que
nfo sio devidamente explorados. Podera
satisfazer o nosso sentido estético mas a
realidade € que os alunos nem sequer s
chegam a aperceber do seu verdadeiro
significado. O objectivo do ensino da
Matemdticando ¢ apresentar umas tantas
ideias consideradas muito importantes
para simples contemplacio, scjam clas
modernas ou antigas, mas sim constituir
uma base conceptual rica em opor-
tunidades de problematizacdo, explo-

ra¢io, investigagiio, dedugioe aplicacdo.
Mas a apresentagdo das fungdes como
algoritmos nfo ¢ indispensdvel para a
introdugdo deste conccito (de resto ja
conhecido desde o 1° ciclo do ensino
bdsico), tal como no estudo das transfor-
magdes gecométricas estas ndo t€m que
ser necessariamente consideradas como
fungdes. A ideia de algoritmo € concep-
tualmente bastante diferente da ideia de
fun¢io numérica como correspondéncia
entrc dois conjuntos dada por uma ex-
pressdo analitica (simples ou composta).
Recordemos que a execugdo de um al-
goritmo comporta um nimero varidvel
de passos, muitas vezes em sequéncias
bastante distintas, conforme os valorcs
iniciais dados. Num algoritmo intcressa
saber se termina ao fim de um ndmero
finito de passos, se resolve o problema
proposto, se ¢ cficiente (segundo diver-
sos critérios). Numa func¢do numérica
interessa saber sc tem zeros, intervalos

de monotonia, assimptotas, se € continua,
etc. S6 mais tarde, quando estes con-
ceitos estiverem suficicntemente traba-
Ihados é que podera haver interesse na
sua unifica¢cdo num quadro conceptual
mais alargado.

Fun¢oes como algoritmos? Se for
apenas para dar o exemplo das “méqui-
nas de transformagdo” o efeito poderad
até ser negativo, levando a uma maior
confusio sobre o que ¢ um algoritmo.
Quanto ao estudo dos algoritmos, isso é
outra questdo: investigue-se, fagcam-se
experiéncias de natureza curricular,
avalie-se do interesse educativo desta
abordagem. Quando houver dados que
permitam uma certa margem de segu-
ranga, decida-se pela sua inclusio ou ndo
nos curriculos, € como.

Joao Pedro Ponte
Departamento de Educagdo
Faculdade de Ciéncias de Lisboa

Em Meméria de Hans Freudenthal

No passado dia 13 de Outubro, morrcu
uma das maiores figuras da Educagio
Matematicadas ultimas décadas— Hans
Freudenthal.

Embora conhecido mundialmente como
holandés, Freudenthal nasceu em
Luckenwalde, na Alemanha,a 17 dc
Setembro de 1905. Estudou nas
Universidades de Berlim ¢ Paris,
tendodepoisido vivere trabalhar para
Amsterddo. Em 1946 ocupou um
lugar de professor na Universidade
de Utrecht. O seu trabalho, como
matematico, foi dedicado especial-
mente a Geometria ¢ aos fundamen-
tos da Matcmatica.

A partir de 1955, o seu centro de
interesses comegou a deslocar-se da
Matemadtica para a Educagio
Matemética. Foi representantc  da
Holandano ICMI, de que veio a scr
presidente entre 1966 ¢ 1970. Em 1968,
iniciou a revista Educational Studies in
Mathematics com a publicagio das actas
do coléquio “How to teach mathematics
soas to be useful”. Foi depois director do
IOWO que veio a originar o grupo de
investigacdo OW&OC de Utrecht.

H. Frcudental
Leiden em 1985

Frcudenthal escreveudezenasde livrose
artigos sobre cducagiio matemaética nas
ultimas décadas que influenciaram
decisivamente o rumo que csta drea veio
a tomar, nio s6 na Holanda como cm

¢ A. -Z. Krygowska no CIEAEM de
(Foto de 11.M.Guimaries)

todo o mundo. O seu livro Mathematics
as an Educational Task (1973) ¢ um
marco histérico. Uma das ideias que
sempre acompanhou o scu trabalho foi a
de que as criangas nos podem ensinar
muito ¢ que é preciso observar vezes sem
conta os proccssos individuais de
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aprendizagem. A paciéncia é uma das
grandes virtudes pedagdgicas, escreveu
ele num dos scus livros.

Embora se tenha reformado em 1975,
continuo: a trabalhar até morrer com 85
anos ae idade. No dia 12 de Outubro,
foi pcla tltima vez ao scu gabinete
nas instalacées do OW&OC. O seu
tltimo livro estd ainda por publicar;
intitula-se Revisiting Mathematics
Education ¢ saird em 1991.
Freudenthal morrecu num sdbado de
Outono, sentadonumbancodojardim
onde costumava passearcom 0$netos,
a ler o seu jornal preferido — jornal
ondc nublicou nfio s6 muitos artigos
sobre educagiio mas também diversos
pocmas, contos ¢ ensaios.

Os trabalhos de Freudenthal siouma
referénecia essencial para todos
aqueles que se dedicam a educagdo
matemadtica. E o scu estudo é segura-
mente a melhor forma dec homenagear a
grande figura que cle foi.

Paulo Abrantes
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