Acontecimentos independentes

ou incompativeis?

Vamos clarificar os conceitos!

INTRODUCGAO

Em Portugal, o tema «Probabilidades e Combinatéria» cons-
ta do curriculo atual do 12.° ano de escolaridade. Entre os
topicos inseridos nesse tema estdo acontecimentos incom-
pativeis e acontecimentos independentes. Na generalidade
dos manuais escolares de Matematica, o conceito de inde-
pendéncia de acontecimentos é trabalhado mas nio é real-
cada a importancia do sentido probabilistico desse conceito.
Por outro lado, também é conhecido, da pratica docente e
vérios estudos na 4rea da Educacdo Matematica o tém reve-
lado (por exemplo, Cunha, 2010; Diaz e de la Fuente, 2005;
Sobreiro, 2011), que os conceitos de acontecimentos inde-
pendentes e de acontecimentos incompativeis suscitam da-
vidas de interpretagdo e de raciocinio entre muitos alunos.
A anilise de um caso de estudo recentemente implemen-
tada por nds, que envolveu um grupo de 43 alunos do 12.°
ano de duas escolas secundarias do distrito do Porto, con-
firmou essa realidade (Carvalho, 2013; Carvalho e Freitas,
2015). Da andlise das respostas dadas pelos alunos a um
conjunto de questdes foi possivel diagnosticar aplicagdes
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intuitivas e conexdes erradas entre as no¢des de aconteci-
mentos independentes e de acontecimentos incompativeis
por parte dos alunos.

Uma das formas de colmatar e dissipar falhas (frequen-
tes ou nao) nos alunos, reside em identificar os pontos cha-
ves de conflitos e difundi-los pelo maior niimero de pro-
fessores. Alertado para o ponto que origina o conflito, o
professor estard melhor preparado para desenvolver, em
sala de aula, estratégias dirigidas aos seus alunos com vis-
ta a eliminar previsiveis confusdes e assim melhor clarifi-
car os conceitos.

O nosso objetivo neste documento é real¢ar um dos pon-
tos de conflito fulcral que identificimos na anlise as res-
postas dadas pelos 43 alunos, abrangidos no caso de estudo
que foi levado a cabo, nas questdes envolvendo os concei-
tos de acontecimentos independentes e acontecimentos in-
compativeis. Esperamos que esta divulgacao de resultados
seja til a muitos docentes em futura lecionagdo daqueles
dois conceitos.
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EXPERIENCIA

Colaboraram neste estudo os alunos do 12.° ano de duas
turmas do Ensino Regular do Curso de Ciéncias e Tecnolo-
gias e de uma turma do Ensino Profissional, num total de
43 alunos de duas escolas secundarias do distrito do Porto,
e imediatamente ap6s estes alunos terem concluido o estu-
do do tema «Probabilidades e Combinatériax.

Os 43 alunos em estudo responderam a uma prova de
avaliacio contendo oito questdes com um total de 12 alineas
sobre probabilidade condicionada, acontecimentos indepen-
dentes e acontecimentos incompativeis. A seguir destaca-
mos uma das questdes (contendo 4 alineas), com a respe-
tiva resolucdo, envolvendo os conceitos de acontecimentos
independentes e acontecimentos incompativeis.

QUESTAO E RESPETIVA RESOLUCAO:

Um certo estudo numa maternidade revelou que a proba-
bilidade de nascimento, naquela maternidade, de um me-
nino vardo é 0,55. Um casal com trés filhos, todos nasci-
dos naquela maternidade, é selecionado ao acaso. Admita
que o sexo de uma crianca é independente do sexo dos ir-
mios. Considere os acontecimentos:

A: «O casal ter no maximo uma rapariga»

B: «O casal ter filhos de ambos os sexos»

C: « O casal s6 ter rapazes»

Nos arredondamentos que efetuar tome 3 casas decimais.

a) Calcule a probabilidade de cada um dos acontecimentos.
Resolugdo: Defina-se o acontecimento

M: «Bebé nascido na maternidade ser menino».
Do enunciado, resulta:

P(«Um filho do casal ser do sexo masculino») =
=P(M) =055

e, consequentemente, para o acontecimento complementar,
ME€: «Bebé nascido na maternidade ser menina»,

tem-se: P(M) = 0,45. Dado um casal com 3 filhos, o espa-
¢co de resultados possiveis associado aos géneros dos trés
filhos (na sequéncia dos nascimentos) é:

Q= {MMM, MMM¢, MMM, MM“M¢€, M“MM,
MMME€, MMM, MMM}

Uma vez que P(M) = P(M€), os acontecimentos M e M®nio
sdo equiprovaveis. Logo, os 8 acontecimentos elementares
em () nio sdo equiprovaveis. As probabilidades pedidas,
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porque existe independéncia no sexo entre irmaos, s3o en-
tdo calculadas do seguinte modo:

P(A) = (MMM U MMMC® U MMM U M¢MM) =
= P(MMM) + P(MMMC) + P(MMCM) + P(MCMM) =
= P(M) P(M) P(M) + P(M) P(M) P(M€) +

+ P(M) P(M€) P(M) + P(MY)P(M)P(M) =
= 0,55’ +3 X 0,55% X 0,45 = 0,575

P(B) = P(MMM¢ U MMM U MMM U MM®M€ U
U MEMME U MSMM) =
=1-[P(MMM) + P(M*M*M€)] =
= 1-[(P(M) P(M) P(M) + P(M€) P(M€) P(M€)] =
=1-(0,55°+0,45) = 0,743
* P(C)=P(MMM) = 0,55 = 0,166

b) Osacontecimentos A e B sdo independentes? Justifique.
Resolugdo:

P(A N B) = P(MMM€ U MMM U M°MM) =
= P(MMM®) + P(MM®M) + P(M°MM) =

=3 % (0,55 X 0,45) = 0,408

P(A)P(B) = 0,575 x 0,743 = 0,427

Como, P(A N B) = P(A)P(B), A e B nio sdo independentes.

c) Mostre que os acontecimentos A N B e Csdo incompativeis.
Resolugdo: Uma vez que

(A N B) N C={MMM¢, MMM, M°MM} N {MMM}={ },

entdo os acontecimentos A N B e C sdo incompativeis.

Outra resolugdo: (A N B) e C sdo incompativeis, uma vez
que é impossivel um casal de 3 filhos ter filhos de ambos
0S sexos, com apenas uma menina, e simultaneamente se-
rem todos rapazes.

d) Tendo em conta as alineas anteriores, justifique que os
acontecimentos A N B e C nio podem ser independentes
e apresente uma situa¢do (com outras condi¢des de enun-
ciado) em que o poderiam ser.

Resoluggo: Como A N B e C sdo incompativeis entdo,
P(ANB)NC)=o.

Mas, P(A N B)P(C) = 0,408 x 0,166 = P((A N B) N C).
Logo, A N B e C nio sio independentes.

Uma situagdo hipotética em que poderiam ser inde-
pendentes era admitir que um dos acontecimentos, A N B
ou C, tivesse probabilidade nula de ocorréncia. Por exem-
plo, admitir que s6 se consideram casais com 3 filhos ten-
do pelo menos 1 menina. Assim, P(C) = o.

Adaptacoes deste enunciado podem ser realizadas originan-
do novos problemas com esquema de raciocinio analogo.



Questdoa) Questdob) Questdoc) Questiod)

B Respostas com
cotagdo mdaxima

M Respostas com
cotagdo zero

Figura 1.— Frequéncias das respostas dos alunos as questdes apresentadas.

ANALISE DAS RESPOSTAS

As respostas escritas obtidas pelos 43 alunos foram anali-
sadas e avaliadas. Na Figura 1 encontram-se graficamente
sumariadas as contabiliza¢des de respostas corretas (cota-
¢do maxima) e de respostas com cotagdo zero (resposta dei-
xada em branco ou nada do que estava escrito se aproveita-
va) atribuida a cada uma das 4 alineas da quest3o.

As questdes diretas sobre acontecimentos independen-
tes e incompativeis, questdes b) e ¢), surgem como sendo
as questdes com maior percentagem com cota¢do nula. A
questdo a) envolvendo diversos conceitos como a reunido de
acontecimentos incompativeis e a independéncia de acon-
tecimentos foi respondida corretamente por apenas 5 alu-
nos dos 43 alunos. Um dos principais erros residiu na nio
observacio da ndo equiprobabilidade dos resultados ele-
mentares. Uma vez que essa alinea a) envolvia o calculo da
probabilidade de trés acontecimentos distintos, contabili-
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Figura 2.— Numero de resultados corretos nos célculos da

probabilidade dos acontecimentos A, B e C.

zamos também quantos alunos responderam corretamen-
te a cada um dos trés acontecimentos pedidos. A Figura 2
ilustra a distribui¢do das contagens de respostas corretas
efetuadas. Observa-se que dos acontecimentos pedidos, A,
B e C, o acontecimento C é aquele que se regista um maior
numero de respostas corretas (14) no calculo da sua proba-
bilidade. Nota-se que dos trés, é o evento C que se descreve
de forma mais simples, envolvendo um niimero menor de
resultados elementares. Assim, n3o é s6 na n3o equipro-
babilidade dos resultados elementares que residem as di-
ficuldades de calculo mas também na defini¢do dos resul-
tados elementares que originam o acontecimento e/ou no
célculo da reunido de resultados elementares.

Ainda nas respostas as questdes b) e c), verificimos in-
terpretagdes erradas e o uso incorreto de propriedades as-
sociadas as no¢des de independéncia e incompatibilidade.
Nas Figuras 3—5 transcrevemos exemplos dos tipos de erros
mais frequentes e que pretendemos alertar neste documento.

Analisando as respostas incorretas a questio da alinea
b) sobre acontecimentos independentes, dois tipos de con-
flitos se destacaram, ambos derivados do estabelecimento
de conexdes erréneas com o conceito de acontecimentos
incompativeis, um entre as suas designacdes e outro com
a interpretac3o. Para ambos os tipos registaram-se cerca de
30% dos alunos com pelo menos uma resposta nessas con-
di¢bes. Na Figura 3 apresentam-se trés respostas incorretas.
No primeiro caso, observa-se a mistura das designagoes in-
dependéncia e incompatibilidade talvez devida a alguma si-
milaridade (sonora inicial) dos termos. Nas outras duas
respostas, na Figura 3, evidencia-se a falta de referéncia a
no¢do probabilistica associada ao conceito de independén-
cia, o que revela confusdo de interpretacdo desse conceito
com o de incompatibilidade.
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Figura 3.— Respostas dadas com conflitos na nocao de independéncia.

Na realidade, sabemos que
A e B sao independentes sse P(A N B) = P(A) x P(B).

Mas, dado dois acontecimentos com probabilidades posi-
tivas, a forma melhor de interpretar o significado de inde-
pendéncia desses acontecimentos é recorrendo ao facto de:

A e B sdo independentes sse P(A|B) = P(A),
quando P(B) > o.

O que se observou é que os alunos tendem a interpretar a
igualdade P(A|B) = P(A) como se fosse A N B = O referin-
do apenas que a ocorréncia de B ndo interfere na ocorréncia
de A, ndo clarificando o termo «interfere». Saliente-se que
dizer «ocorréncia de um acontecimento» corresponde a fa-
zer referéncia apenas ao conjunto de elementos do espaco
amostral que fazem parte do conjunto B, nada informando
sobre a sua probabilidade de ocorréncia. Assim, para justi-
ficar que A e B sdo independentes, tendo em conta que um
dos acontecimentos, seja B, tem probabilidade positiva de
ocorréncia, deverad ser explicitado que a ocorréncia de B nio
interfere, em termos probabilisticos, na ocorréncia de A.
Relativamente a no¢io de incompatibilidade, as resolu-
¢Oes as questoes c) e d) revelaram que, em geral, os alunos
compreendem o conceito de acontecimentos incompativeis
e justificam a incompatibilidade recorrendo, nio a defini-
¢do0, mas a condic¢ido necessaria da probabilidade da inter-
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secdo de acontecimentos incompativeis ser nula. Na verda-
de, por definicio,

A e B sio incompativeis sse AN B=0.
Assim,
se A e B sdo incompativeis entdo P(A N B) = o. (1)

Portanto, P(A N B) = o é condicdo necessaria para que A
e B sejam incompativeis. A verificac3o, apenas, desta con-
digdo necessaria nio é garantia dos acontecimentos serem
incompativeis. J4 a sua ndo verifica¢do é garantia dos acon-
tecimentos nio serem incompativeis. De facto, da negacio
de (1), temos

se P(A N B) # o entdo A e B ndo sdo incompativeis.

Cremos que este jogo de raciocinio légico envolvendo a
condi¢do P(A N B) = o, que é apenas condicdo necessaria
mas nio suficiente de incompatibilidade, leva a existén-
cia de conflitos na nog¢do de incompatibilidade. Contabili-
zaram-se cerca de 20% dos alunos com pelo menos uma
resposta com este tipo de conflito. Na Figura 4 estio dois
exemplos de respostas observadas usando esse tipo de ar-
gumento, um que recorre ao calculo da probabilidade da
intersecdo para concluir a incompatibilidade, e o segundo
que confunde o numeral zero com o conjunto vazio (acon-
tecimento impossivel).
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Figura 4.— Respostas dadas com conflitos na nocao de incompatibilidade.

CONCLUSAO

A andlise das respostas dadas pelos 43 alunos sugere a exis-
téncia de conflitos na no¢do de independéncia e na nocio
de incompatibilidade. A existéncia destas classes de con-
flitos revela a necessidade de se aprofundar tais conceitos
em contexto escolar. As recomendacbes emergentes do es-
tudo apontam para uma maior énfase no caracter probabi-
listico associado a no¢do de independéncia em oposi¢do a
noc¢io de incompatibilidade.

Nota final: Por questdes legais e éticas foi previamente so-
licitada autorizacio para a realiza¢do da experiéncia, a re-
colha dos dados e a publicita¢io dos resultados as dire¢des
das escolas participantes e aos Encarregados de Educagio
dos alunos envolvidos no estudo.
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