O problema do ProfMat 90

Pedro Esteves

Enquanto decorria o
encontro anual da
A.P.M. nas Caldas da
Rainha, foi colocado
a arte dos
participantes o
problema

"Os dois campistas
mentirosos”.
Dezoito corajosos
matematicos
arriscaram oS Seus
nomes. Trés
responderam em
equipa, um propos
duas solucdes
separadas e outro
apresentou, de uma
sO vez, quatro
versoes €
comentdrios finais.

A grande maioria das respostas
bascou-sena seguintc opcao pragmatica
do guia: 3 campistas seguirdo pela 1°
vereda, 3 pela 24, 2 pela 3¢ e ele préprio
pela4¢. O modo como, ncssas respostas,
cstd demonstrado que cssa opgdo €
suficiente para fundamentar uma boa
decisdo do guia ao fim dos 40 minutos de
exploragdo das veredas € que varia.

Uma mancira de catalogar as
demonstrag¢des dos nossos problemistas
¢: scsioestudadastodas as hipéteses por
intermédio de uma *“éarvore”, tal como
um computador faria, a demonstragio é
do tipo “exaustiva”; se sdo afastadas
previamente vdrias hipéteses, mediante
raciocinios simplcs, e/ou se as hipdtescs
sdo agrupadas por forma a permitir que
oscncadcamentos dedutivos sejam feitos
sobre conjuntos de hipdteses, entdo a
demonstracdo ¢ do tipo “hcuristico”.

Como ninguém se situa em absoluto
num destes extremos ¢ porque alguns
dos solucionistas pura e simplesmente

ndo demonstraram as suas conclusées ¢
portanto cstas nio podem scrcatalogadas
relativamente, o melhor ¢ comegar por
apreciar algumas das contribuigdes mais
originaisindependentemente da estrutura
de cada resposta individual.

Osdoisreprescntantes mais proximos
davia exaustiva,Jaime Carvalhoe Silva
(J.C.S.) ¢ José S. Fernandes ( J.S.F.),
utilizaram a mesma ideia basc para a
organizagio das hipéteses que sc podem
deparar ao guia (sem que este saiba
perante quecasoestd): ouninguém mente,
ou apenas um mente, ou hd dois amentir.

J.C.S. pormenoriza um pouco mais a
ultima possibilidade: ou os dois
mentirosos €stio no mesmo grupo, ou
estio scparados. Deste modo, J.C.S.
inventarianum quadro (adiante adaptado)
as hip6teses constantes do quadro 1.

A scguir J.C.S. elimina todas as
configuragdes das respostas dos oito
campistas em que ou surge um SSS ou
dois grupos NNN (pcla cvidéncia do seu

Os dois campistas mentirosos...

Oitojovens campistas e o seu guia estio perdidos no interior de uma floresta ao fim da
% tarde. Exactamente uma hora antes de ser noite cerrada e de jd ndo se poder caminhar na
floresta, chegam a um ponto de onde saem quatro veredas, uma das quais - mas ndo se sabe -
qual! - conduz ao acampamento em 20 minutos.
A solugdo para o guia parece ser mandar seguir durante 20 minutos pequenos grupos -

onde ele préprio se pode incluir - pelas vdrias veredas, voltarem & intersecgiio dos caminhos
ao fim de quarenta minutos, jd sabendo entdo qual a vereda a tomar, e depois gastarem os
iltimos 20 minutos da hora a dirigirem-se todos ao acampamento. O problema é que o guia
abe que dois dos oito jovens campistas - embora ndo saiba exactamente quais! - dizem
mentiras de vez em quando...Como poderd o guia descobrir assim a boa vereda?
(em “Piblico Magazine”, 4/11/1990, pigina semanal de “Desafios” a cargo de
Eduardo Veloso e José Paulo Viana)
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Pergunta:"Q) teu caminho ¢é bom"?
Quadro 1 Respostas dos oito campistas, organizadas
por grupos de 3 + grupo de 3 +grupo de 2
_Ninguém mentiu SSS+NNN+NN | NNN+SSS+NN | NNN+NNN+SS
NSS+NNN+NN | SNN+SSS+NN | SNN+NNN+SS
Um mentiu SSS+SNN+NN | NNN+NSS+NN | NNN+SNN+SS
SSS+NNN+SN | NNN+SS5+SN NNN+NNN+NS
e estio NNS+NNN+NN| SSN+SSS+NN SSN+NNN+S8S
juntos SSS+SSN+NN | NNN+NNS+NN | NNN+SSN+SS
Dois SSS+NNN+SS | NNN+5§5+SS | NNN+NNN+NN
TSI i NSS+SNN+NN [ SNN+NSS+NN | SNN+SNN+SS
separados | NSS+NNN+SN | SNN+SSS+SN | SNN+NNN+NS
SSS+SNN+SN | NNN+NSS+SN | NNN+SNN+NS

significado para o guia) ¢ restam-lhe 15
casos, bem distintos, portanto “um
catdlogo sem ambiguidades dos trés
possiveis caminhos para o
acampamento”; s¢ acada S for atribuida
1 unidade, cada caso € transformavel
num nimero escrito na base 3:
NSS+NNN+NN —> 200

NNS+NNN+NN —> 100
NSS+SNN+NN —> 210
NSS+NNN+SN —> 201

NNN+NSS+NN —> 20
NNN+NNS+NN — 10

SNN+NSS+NN —> 120
NNN+NSS+SN —> 21
SNN+NNN+SS —> 102
NNN+SNN+SS —> 12
SSN+NNN+SS —> 202
NNN+SSN+SS — 22
SNN+SNN+SS —> 112
SNN+NNN+NS —> 101
NNN+SNN+NS —> 11

sendo cada niimero caracteristico de um
tinico caso.

EnquantoJ.C.S. sc entusiasmou com
esta construgdo, deixando o guia numa
posi¢do bem embaragosa (“o guia tem
¢ntao apenas que construir cste catdlogo,
ouvir as respostas ¢ indicar
instantaneamente qual o caminho
certo™!), J.S.F. foi mais cuidadoso e,
ap6s um percurso demonstrativo
diferente, procurou uma conclusio fécil
de aplicar (“para uma decisdo rdpida do
guia aquando do regresso dos diferentes
grupos™): s¢ “Dos dois grupos de trés um
¢ unanime ¢ o grupo de dois € unanime -
as mis respostas sdo verdadeiras,
ignorando-se a resposta do outro grupo

de trés”; se “Os dois grupos de trés sdo
uninimes - as suas respostas Sdo
verdadeiras, ignorando-se a resposta do
grupo de dois”; sc “Nos dois grupos de
trés hd, em cada um, um discordante - as
suas respostas sdo verdadeiras, alids,
também € verdadeiraa respostado grupo
de dois™; se “Num dos grupos de trés ¢ no
grupo de dois hd, em cada um, um
discordante - tomam-sc como verdadeiras
as respostas dos dois grupos dc trés
ignorando-sc a resposta do grupo de
dois”, cntendendo-se sempre como
“resposta” de um grupo a que resulta
duma unanimidade ou de uma maioria”
; assim o guia pode juntar a resposta que
conhece sobre 0 caminho que explorou
pessoalmente pelo menos mais duas
respostas verdadeiras sobre os outros
trés caminhos, o que € suficiente para
decidir.

Como pensaram os problemistas que
scguiram a via heuristica?

Houve entre as respostas dadas trés
tipos bésicos de intuigio;

a) partir das indicagGes dadas acerca
dos bons/maus caminhos;

b) partir das unanimidades/
divergéncias verificadas na opinifo dos
s grupos de campistas;

¢) especular sobre os casos que
poderiam surgir conforme ndo se tenha
verificado nenhuma mentira, ou s6 uma
mentira, ou as duas possiveis.

A 1° versdo de Margarida Graga
(M.G.) é um misto dos tipos a) ¢ b):
“l- 86 um grupo indica o “bom”

caminho:

* todos estio dec acordo em cada
grupo;

* 0s*‘mentirosos” ndo mentiram nesse
dia;

* o monitor deve dirigir-sc pelo
caminho indicado.

2 - Nenhum grupo indica o “bom”
caminho:

* todos estdo de acordo em cada
grupo,

* 0s mentirosos estio ambos amentir,
estdo juntos e sozinhos no grupo de dois;

* 0 grupo de dois mente;

* o monitor deve dirigir-sc pelo
caminho onde foi o grupo de dois.

3 - Dois grupos indicam o “bom”
caminho:

* todos estdo de acordo em cada
£rupo;

* 0s mentirosos estio ambos amentir,
estio juntos e sozinhos no grupo de dois;

* o grupo de dois mente;

* 0 monitor deve seguir a indicagio
do “bom” caminho do grupo de trés.

4 - Haum grupo que no sc “cntende”
quanto a resposta a dar:

s sc ¢ um grupo de dois:

* $G um mentiroso mente nesse dia;

* o monitor deve ignorar a resposta
desse grupo e tomar em contaas respostas
dos outros grupos para tirar conclusdes;

* conscgue-se saber qual o
“mentiroso”;

/~ Osproblemistas )

Ana Paula Alves
Cristina Vicgas Henriques
Dalva Domingucs

Inés Queiroz

Isabel Brandio

Isabel Costa

Jaime Carvalho e Silva
José Freire Ferreira
José M. Duarte

José S. Fernandes
Margarida Graga

Maria Amélia Pereira
Maria Fernanda Mendes
Maria Teresa Sanches
Olga Gomes Coclho
Paulo Silva Simdes
Pedro Almeida

\_ Rijkje Dekker
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Guia
AN
Quadro 2 A3& > 3B
2
C
A determinado *
Os 3 de A concordam - H-doiermitado = C det.
Os 3 de B concordam Guia determinado
s e A 4 1 mentirosoem A = A det’™*
2 FEer n.ﬂm s it = |l mentirosoem B => Bdet. |=>Cdet
Os 3 de B nio concordam =
Guia det.
A det.
Os 3 de A concordam 1 mentirosoem B = B det.
Os 3 de B nio concordam =3 | | mentireso tm C = Cdet.
Os 2 de C nio concordam ‘ l G dét
A det.
Os 3 de A concordam pelo menos um &
Os 3 de B nio concordam | = e 8 & vardigs =30 J;* => B det.
Os 2 de C nio concordam !
Guia det. |

* niimero de mentirosos < 2
** niimero de mentirosos = 1
*** g¢ 0s dois concordam ¢ 1 diz a verdade

=> se 3 concordam os 3 det.
—> 2 dizem a verdade —> 3 det.

=> os 2 dizem a verdade = 2 det.

v

*se é um grupo de trés:

* ignora-se a posi¢do desse grupo ¢
como no caso anterior o monitor deve
considerar asrespostas dos outros grupos
e tirar conclusdces;

* consegue-se saber quem mente.

5 - H4 dois grupos que nio sc
entendem:

* os mentirosos estio ambos amentir
¢ ecm grupos separados;

« se é um grupo de trés ¢ um grupo de
dois:

* omonitordeve considerar aopiniio
damaioria do grupo de rés e excluirado
grupo de dois;

» dois grupos de trés:

* omonitor deve considerar aopinido
da maioria em cada grupo.”

No tipo b) inclui-se a solugdo de José
M. Duarte, (J.M.D.), em dois grupos;s6
hid um problema num grupo; nio hi
polémica em nenhum grupo - ¢
desenvolve as casas que nelas estio
contidas, tirando claras conclusdes.

Mas a resposta que melhor ilustra a

utilizagfio deste segundo tipo de intuigio
¢ que a0 mesmo tempo € a formalmente
mais clegantc ¢ a mais econdmica
(emborando se prcocupe com 0s aspectos
priticos daconclusdo- guia sofre!) éade
Rijkje Dekker, reproduzida na integra
(traduzida do original inglés) no quadro
2.

Finalmente, 0 iiltimo tipo aproxima-
sc da forma usada pelos solucionistas
“exaustivos” eesteve nabaseda2® versdo
apresentada por M.G.

Integrando-se nas solugdes bascadas
numa intui¢io do tipo b) e preocupando-
sc com a apresentacio final dos
resultados, de modo a estes serem
facilmente legiveis ¢ rapidamente
utilizdveis, as solugdes de Paulo Lopes
Simdes ¢ de Maria Fernanda Mendes,
muito parecidas, sdo a seguir reunidas
num unico quadro adaptado (v. quadro
3). Estas duas solugdes convergem com
adeJS.F

Um outro quadro bem curioso foi
proposto por Isabel Branddo, Dalva
Domingues ¢ Olga Coclho, que
trabalharam em equipa.

Utilizando E.V.C. como abreviatura
de “Encontrei a Vercda Correcta”,
propdem ao guia, para o caso dele proprio
naoencontrara V.C.,que sigapelavereda
experimentada:

“spor um dos grupos de trés em que:

* todos afirmem E.V.C.;

* apenas dois afirmem E.V.C. desde
que ndo mais de um outro campista o
afirme;

*apenasum afirme E.V.C. desdeque
ninguém mais o afirme;

spelo grupo de dois em que:

* ambos afirmem E.V.C. e mais
nenhum grupo seja unanime a afirma-lo;

* apenasum afirme E.V.C. desde que
nio mais de um outro campista o afirme;

* ninguém afirme E.V.C..”

Grupos Falam verdade Para conhecer a verdade sobre 3 ca-
de2 | de3 | de 3 além do guia minhos ¢, portanto, sobre o outro
o grupo U ¢ 2 elemen- tomar como verdade a
U D D i
tos de cada grupo D maioria nos grupos D
|
U D U os grupos U —
o grupo U ¢ dois tomar como verdade a
D D U i
elementos do grupo D maioria nos grupos D
D u u os dois grupos de 3
8] U U os dois grupos de 3

U = unanimidade ; D =divergéncia
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Uma solugiio bastante sintética
basecada no simples discurso e que
combina muito bem a demonstragio
(clementar) e a informagdo préitica (para
oguia) éadeJosé Freire Ferreira, da qual
se reproduz um extracto ilustrativo:

“Se ha desacordo apenas num grupo
de trés: tanto faz que minta um ou dois,
0 guia nfio 0 ouve ¢ assume as opinidcs
dos outros grupos.

Sec hd desacordo num grupo de trés ¢
no grupo de dois: entio um (e s6 um)
mentirosocstdno grupode trés ¢ percebe-
se a opinido correcta (da maioria [= 2 ]).
Além disso, desmascara-sc 0 mentiroso
do grupo de dois.”

Mas ... teria sido a opgdo 1+2+3+3
do guia uma opg¢ao necessaria?

Curiosamente, apcnas em duas das
respostas hd tragos de preocupagio em
relagdo a esta questiio:

- numa das versdes de M.G. surgem,
sem qualquer comentirio (como se de
um rascunho se tratasse), as hipétescs do
quadro 4,

- na resposta de J.M.D. comega por
estar escrito:

“0 ideal para o guia scria explorar
uma vereda e enviar equipas de cinco
jovens para as outras veredas. E que cm
cada equipa de cinco, mesmo que os dois
“mentirosos” ld estivessem € mesmo que
os dois “mentirosos” estivessem de facto
amenltir, a maioria de trés “verdadeiros”
falaria verdade, e poderia confiar-se no
depoimento da maioria (que seria
seguramente verdadeira).

O iinico “contra” deste método € que
é impossivel de aplicar, porque nfo hi
2x5=10 jovens, mas apenas 8; mas nada
mais diz sobre as outras possibilidades e
passa imediatamente a configura¢do ji
conhecida (1+2+3+3).

Consultando a solugio propostapelos
autores do “desafio” (em “Piiblico
Magazine” de 11/11/90), também ai ndo
esld demonstradaa unicidade obrigatdria
da configuragdo dos grupos de pesquisa
das veredas. Nem sequer no original de
onde o problema foi retirado, “The
Puzzling Adventures of Dr. Ecco”, de
Dennis Shasha (1988).

Quem quererd contribuir com uma
demontragdo de que a configuragio
1+2+3+3 além de suficiente, é uma

caminhos ABCD ABCD ABCD
n°de caminheiros 3330 o F310 W ey
monitor
Quadro 4

condi¢do necessdria?

E para tcrminar: este problema
também decu oportunidade a boa
disposig¢do, a rebeldia contra a
artificialidade dascondi¢esque o tomam
“problema” e até ao desabafo.

Ali vio alguns extractos:

“Ordem do monitor: um dos
clementos do grupo que chegar ao
acampamento deve trazer a bandeira”
(M.G., versio zcro);

“Devo dizer que os campistas que
encontram o acampamento devem logo
ai ficar. (...). Sc um campista mentiroso
nio cncontrar 0 acampamcnto vai
regressar necessariamente, pois pode ser
mentiroso mas nio € burro de certeza:
ndo vai querer passar a noite ao relento
(haveri feras?). O problema estd quando
0 mentiroso encontra 0 acampamento
mas regressa mesmo assim para enganar
o guia. (...). Se 0 mentiroso esti no grupo

de dois, s6 surge um problema quando os
dois elementos desse grupo sdo ambos
mentirosos e regressam ambos. Mas
entdo, o guia sabendo que um dos
caminhos leva ao acampamento, exclui
oscaminhos dos grupos de trés, peloque,
por exclusdo de partes deixa o caminho
de dois como o caminho certo (e,
descobertos, 0os mentirosos ficam sem
sobremesa uma semana inteiral).”
(J.CS.);

“Senti-me “inibida” em resolver o
problema por ter sido dedicado aos
professores de Matemadtica e colocado
por vocés. Fiquei desconfiada e insegura.

Considero que percebi que este
problema € interessante para formagio
de professores porque a solugdo € fécil,
encontrarum processo simples e sintético
¢ que € o verdadeiro problema.

(...)". M.G.).

Pedro Esteves
Esc. Scc. do Seixal
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¢ Margarida Graga
¢ Maria Fernanda Mendes
¢ Rijkje Deker

Gradiva.

Os vencedores

O jiri, constituido por Eduardo Veloso, José Paulo Viana e Pedro
Esteves, considerando a existéncia de vdrias respostas de qualidade
semelhante, resolveu atribuir o prémio a trés solugdes, da autoria de:

O prémio atribuido, como tinha sido anunciado, € o livro "100
Problemas Numéricos", de Pierre Berloquin, oferecido pela Editora
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Interessa-se por problemas?
Na APM existem virias publicacdes sobre problemas: O Problema da Semana;

1990

Jogos, Enigmas e Problemas; Mais Jogos, Mais Enigmas e Mais Problemas;
Viagemde Ida e Volta. Além disso, incluem muitos problemas os livros O Geoplano
na Sala de Aula, as Calculadoras na Educagdo Matemdtica e a agenda do professor
1990/1991, Dia-a-dia com a Matemdtica. Pcgaas publicagdes da APM pelo correio.
Consulte a pdg. 2 desta revista para saber como isso se faz. Desconlos para sécios.
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