O confronto do
com o
da demonstracao

PaTrRicIA DAMAS BEITES

O Programa de Matematica do Ensino Basico que vigo-
rou desde 2008/2009 e que termina a sua aplica¢do em
2014/2015 no 9.° ano (PMEB2007) foi, até hi pouco tem-
po, adjetivado como novo por apenas recentemente se ter
generalizado a todos os anos de escolaridade. A partir de
2013/2014 comegou a ser substituido pelo atual Progra-
ma de Matematica do Ensino Basico (PMEB2013), cujos
descritores surgiram, com data de criac3o anterior, nas
Metas Curriculares de Matematica para o Ensino Basico
(MCMEB2o12).

nas vizinhancas

As diferencas entre o substituto e o predecessor surgem
logo, na estrutura organizacional. Em primeiro lugar, para
um dado ano de escolaridade do Ensino Basico, nio resulta
pratica a consulta do PMEB2013 e das MCMEB2012, mes-
mo com um s6 ficheiro pdf resultante da mera junc¢do dos
dois documentos. Seria mais comodo ter um s6 documento
sem a duplica¢do de informacio no que concerne aos sig-
nificados dos verbos que explicitam os desempenhos a evi-
denciar pelos alunos, com os respetivos descritores proxi-
mos de cada contetido. Em segundo lugar, o PMEB20o07,
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Figura 1.— Decomposicées de um quadrado para uma demonstragao

do Teorema de Pitdgoras.

para além de possuir essa boa carateristica de ter os obje-
tivos préximos dos tépicos a que correspondem, é rico em
notas complementares que visavam esclarecer o alcance dos
primeiros e apresentar sugestoes metodologicas, o que nio
sucede no PMEB2o013. Precipitadamente, tal pode ser justi-
ficado pela existéncia de cadernos de apoio as MCMEB2o12,
mais um documento a consultar por ciclo, mas os mesmos
revelam explicagdes com muitas palavras, o que nio se tra-
duz em muitas ideias, e s3o de leitura nem sempre facil.

O que se podera dizer no 4mbito da demonstrac¢do?

Tomando o classico Teorema de Pitigoras como ponto
de partida, apés tracar uma altura de um tridngulo retan-
gulo, os passos de uma demonstra¢io recorrendo a seme-
lhanca de tridngulos sdo elencados nas MCMEB2o12. Uma
sugestdo de demonstragio do teorema no PMEB2007 é por
decomposicdo de quadrados, continuidade natural da explo-
ra¢do da decomposicdo de figuras. Esta continuidade nio
surge no PMEB2013 sob o pretexto aparente (Bivar, Gros-
so, Oliveira, & Timoéteo, 2012¢) de evitar propriedades da
nogdo de area, pela complexidade concetual de uma teoria
rigorosa da medida de area.

Mas considerando a Figura 1, o rigor consegue-se pela
fundamentac¢do seguinte: na parte esquerda da figura, apos
decomposicio do quadrado em dois quadrados e dois retan-
gulos, estes decompostos em tridngulos, hd que justificar que
os quatro tridngulos obtidos s3o retingulos e congruentes;
na parte direita da figura, ha que justificar que, aplicando o
caso LAL, os quatro tridngulos desenhados s3o congruentes
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entre si e congruentes com os que estao na parte esquerda da
figura e ainda que a parte central obtida com o referido dese-
nho, por andlise dos angulos dos tridngulos, é um quadrado.

No PMEB2013 e documentos associados ha preocupa-
¢Oes inegavelmente cientificas, que se voltam a notar com a
referéncia a nio validade do Teorema de Pitigoras em geo-
metrias nao Euclideanas, mas nio abundam as de outra in-
dole. Em contrapartida, na Brochura de apoio ao PMEB200o7y
para o ensino da Geometria e Medida encontram-se varias
demonstrac¢des do teorema, acompanhadas de considera-
¢oes historicas e didaticas, que proporcionam diversidade
de opgdes e de completagdo de abordagens.

Antes de mais alguns cotejos no dmbito da demonstra-
¢do, convém ter presentes as funcdes da demonstracio e o
tratamento desta, sem a redugdo ao Teorema de Pitagoras,
nos mencionados documentos oficiais.

A DEMONSTRAGAO NA MATEMATICA
E NO ENSINO

N3o se pode fazer Matematica, como Ciéncia, sem demons-
trar! A demonstracio, na qual o raciocinio matematico mar-
ca sempre presenca, é essencial para compreender, estabe-
lecer e comunicar o conhecimento matematico. No ensino
da Matematica, enquanto disciplina escolar, o papel fun-
damental da demonstrac¢io é a promogdo da compreensio
(Hanna, 2000), devendo convencer através da razdo e nio
pela autoridade (Lima, 1999).



Mas, o que é uma demonstra¢do? N3o havendo a preten-
sdo de discutir aqui as muitas defini¢oes de demonstra¢do
existentes, uma deve-se a Keith Devlin. Por razdes por este
apontadas a defini¢io de que é um argumento que con-
vence um matematico da verdade de um certo enunciado,
traduz o que os matematicos fazem (Devlin, 2003), Devlin
questiona quando é que se esti perante uma demonstrag3o,
0 que remete para uma conceptualiza¢do. Consequentemen-
te hd que pensar nos elementos que devem estar presen-
tes numa demonstra¢do, como os listados por Stylianides
(2007): fundamentos (defini¢bes, lemas,...); argumentag¢do
(como se desenvolve; por exemplo, inferindo com modus
ponens); representacdo (como se expressa; com linguagem
algébrica, natural ou pictérica); dimensdo social (aceitagdo
na comunidade matematica em que se cria).

Em contexto escolar, no que se refere a dimensio so-
cial, a comunidade matematica é substituida pela comuni-
dade da aula de que fazem parte o professor e os alunos.
Os fundamentos, a argumentacio e a representa¢do devem
ser os adequados ao nivel de escolaridade dos alunos que a
integram. Ha ainda a realgar que, apesar do raciocinio mar-
cadamente dedutivo na elaboracio de uma demonstracio,
os alunos devem experienciar outras formas de raciocinio
que, frequentemente e previamente, um matematico uti-
liza na sua investigacdo. Em particular, o raciocinio indu-
tivo, apds a construcdo de exemplos, manifesta-se através
da formulagdo de conjeturas, estas posteriormente testadas
mediante exemplos e contraexemplos.

A titulo ilustrativo, em Stylianides (2007), analisa-se um
episddio de aula em que um aluno, do 3.° ano do 1.° Ciclo
do Ensino Basico, utilizou a linguagem natural num argu-
mento dedutivo para demonstrar que a soma de dois ni-
meros naturais impares € um ntmero par. Previamente
ao mencionado raciocinio dedutivo, os alunos experimen-
taram casos particulares e formularam, com a mediag¢do da
professora, uma conjetura. Esta surgiu perante a tarefa de
investigacdo, de acordo com a tipificacio de Ponte (2005),
norteada pela questdo de saber a paridade da soma de dois
niimeros naturais impares. Trata-se de um tipo de tarefa,
aberta e com desafio elevado, que é indispensavel «para
que os alunos tenham uma efectiva experiéncia matemati-
ca» (Ponte, 2005, p. 26).

A DEMONSTRACAO No PMEB2007

O PMEB2007 refere-se a demonstracdo a propdsito dos ob-
jetivos gerais, das capacidades transversais no 4mbito do ra-
ciocinio matematico e das orienta¢des metodolégicas.

No mencionado documento oficial, enquanto capacida-
de transversal aos trés ciclos, a demonstra¢do goza de uma
perspetiva de continuidade e de evolugdo, como fica claro
na pretensio: «A medida que os alunos progridem nos di-
versos ciclos de ensino as suas justificacdes devem ser mais
gerais, distinguindo entre exemplos e argumentos matema-
ticos gerais para toda uma classe de objetos.» (Ponte et al.,
2007, p. 5)-

Reflexo da posi¢do descrita, seguindo a terminologia
usada por Costa e Tadeu (2006) no dmbito de uma ana-
lise transversal de programas de Matematica anteriores a
2007, no PMEB2007 hi, por um lado, referéncias expli-
citas e, por outro lado, referéncias implicitas a demons-
trac3o. Estas tltimas referéncias presenciam-se através de
expressdes indicadoras da preocupagdo com o desenvolvi-
mento das capacidades de raciocinar, de argumentar e de
demonstrar em Matematica.

Pertencentes ao conjunto das referéncias implicitas, a
titulo de exemplo, em Ponte et al. (2007) tém-se: no 1.° Ci-
clo, «Explicar ideias e processos e justificar resultados ma-
tematicos» e «Formular e testar conjeturas relativas a situ-
acOes matematicas simples» (p. 31); no 2.° Ciclo, «Explicar
e justificar os processos, resultados e ideias matematicos,
recorrendo a exemplos e contra-exemplos» e «Formular e
testar conjecturas e generaliza¢des e justifici-las fazendo
dedugdes informais» (p. 47); no 3.° Ciclo, «justificagio de
estratégias» e «argumentagdo apoiada em procedimentos,
propriedades e conceitos matematicos.» (p. 63).

Naturalmente, n3o se encontram referéncias explicitas
no 1.° Ciclo e no 2.° Ciclo. No que diz respeito ao 3.° Ciclo,
no PMEB2007, nota-se uma solicitacdo evolutiva da argu-
mentag¢do para a demonstracdo, esta também referida em
conexdo com outra capacidade:

O Raciocinio matematico é outra capacidade fundamental, en-
volvendo a formulacio e teste de conjecturas e, numa fase mais
avancada, a sua demonstragdo. Os alunos devem compreender o
que é uma generaliza¢do, um caso particular e um contra-exem-
plo. Além disso, o raciocinio matematico envolve a construgao de
cadeias argumentativas que comecam pela simples justificacdo
de passos e operagdes na resolugio de uma tarefa e evoluem pro-
gressivamente para argumentagdes mais complexas, recorrendo
a linguagem dos Ntimeros, da Algebra e da Geometria. No fim
do 3.° ciclo, os alunos devem ser capazes de distinguir entre ra-
ciocinio indutivo e dedutivo e reconhecer diferentes métodos de
demonstracdo. (Ponte et al., 2007, p. 8).

No 3.° Ciclo, entre diversas referéncias explicitas a demons-
tra¢3o, surgem no PMEB2007 em Ponte et al. (2007): «De-
monstrar o Teorema de Pitdgoras» (p. 54); «oportunidade
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para os alunos com melhor desempenho matematico de-
monstrarem algebricamente a férmula resolvente» (p. 57);
«Propor a exploragdo de casos particulares de modo a indu-
zir a regra da poténcia da poténcia. Os alunos com melhor
desempenho matematico podem demonstrar esta regra.»
(p- 49); «Os alunos com melhor desempenho matemati-
co podem ter um primeiro contacto com a demonstracio,
por redugio ao absurdo, da irracionalidade da V2. (p- 50);
«Desenvolver nos alunos (...) a compreensao das transfor-
macdes geométricas e da no¢do de demonstracio» e «com-
preender a no¢do de demonstrag¢do e ser capazes de fazer
raciocinios dedutivos» (p. 51).

No entanto, com exce¢do essencialmente do tema Geo-
metria, dirigem-se a alunos com melhor desempenho ma-
tematico. O referido tema é considerado como o mais pro-
picio para os alunos se familiarizarem com o processo de
demonstragdo, em sintonia com o que tem sido documen-
tado em diversos estudos (ver Hanna (2000) e referéncias
ai citadas). Neste dmbito, refere-se ainda que

Na resolugio de problemas geométricos, como nas tarefas explo-
ratérias e de investiga¢do, é importante que os alunos tenham
um tempo apropriado para realizar experiéncias, elaborar estra-
tégias, formular conjecturas, descrever processos e justifici-los
com rigor progressivo. Ao elaborarem justificagdes, produzindo
pequenas cadeias dedutivas, familiarizam-se com o processo de
demonstracio e iniciam o raciocinio geométrico dedutivo. Os alu-
nos devem recorrer a software de Geometria Dindmica. (Ponte
et al., 2007, p. 51).

O PMEB2007 parece marcar uma mudanga, valorizando
o raciocinio matematico de forma explicita e a demonstra-
¢do em particular.

A DEMONSTRAGAO No PMEB2013

Entre muitas, a primeira referéncia 3 demonstra¢do no
PMEB2013 surge numa das trés finalidades do ensino da Ma-
tematica, sob a designacdo de «A estrutura¢o do pensamen-
to» (Bivar et al., 2013, p. 2). Notam-se ai referéncias implicitas
a demonstra¢do, nomeadamente, nas expressdes <argumen-
tar> e qustificar> e <raciocinio hipotético-dedutivo>».

Mais adiante, embora se refira que o raciocinio mate-
matico é por exceléncia o raciocinio hipotético-dedutivo,
reconhece-se o papel do raciocinio indutivo na, paradoxal-
mente, Unica pagina do PMEB2013 em que se presencia a
palavra conjetura:

Os alunos devem ser capazes de estabelecer conjeturas (...) apds
a andlise (...) de situagdes particulares. Deverdo saber, no entan-
to, que o raciocinio indutivo nao é apropriado para justificar pro-
priedades, e, contrariamente ao raciocinio dedutivo, pode levar a
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conclusdes erradas a partir de hipoteses verdadeiras (...) devendo
os alunos ser alertados para este facto e incentivados a justifica-
las (Bivar et al., 2013, p. 4).

Apesar de esta ser também a tnica pagina do PMEB2013
onde se encontra a expressio raciocinio matematico, a pa-
lavra raciocinio surge, no ambito dos objetivos, associada
a comunica¢do matematica. Refere-se que «os alunos de-
vem ser incentivados a redigir convenientemente as suas
respostas, explicando adequadamente o seu raciocinio» (Bi-
var et al., 2013, p. 5). No entanto, a mencionada palavra nas
MCMEB2012, com exce¢io de «raciocinio circular» (Bivar,
Grosso, Oliveira, & Timéteo, 2012d, p. 72), surge sempre
com o adjetivo «dedutivo».

A intencdo da solicita¢do evolutiva da demonstra¢io nos
objetivos do PMEB2013 fica patente nos desempenhos, a
evidenciar pelos alunos, que os traduzem. Neste sentido,
nas MCMEB2o012, os autores alertam para diferencas no
significado preciso de verbos empregues no inicio de al-
guns descritores, explicando que estas se devem aos dis-
tintos ciclos a que dizem respeito. O desempenho denomi-
nado por «Reconhecer», que se refere a um certo resultado
e que constitui uma referéncia implicita a demonstracio,
surge em (Bivar et al., 2013):

[1.° Ciclo] reconhecer intuitivamente a veracidade do enunciado
em causa em exemplos concretos. Em casos muito simples, po-
derd apresentar argumentos que envolvam outros resultados ja
estudados e que expliquem a validade do enunciado.... [2.° Ciclo]
conhecer o resultado e saber justificd-lo, eventualmente de modo
informal ou recorrendo a casos particulares. No caso das proprie-
dades mais complexas, deve apenas saber justificar isoladamente
os diversos passos utilizados pelo professor para as deduzir, bem
como saber ilustra-las utilizando exemplos concretos. No caso das
propriedades mais simples, podera ser chamado a apresentar de
forma auténoma uma justificagdo geral. ... [3.° Ciclo] apresentar
uma argumentagdo coerente ainda que eventualmente mais in-
formal do que a explicagdo fornecida pelo professor. Deve, no en-
tanto, saber justificar isoladamente os diversos passos (...) nessa
explicagdo. (p. 3).

Assim, em cada ciclo, o verbo reconhecer, através de uma
repeticdo textual das MCMEB2o012, reveste-se de um sig-
nificado mais forte do que no ciclo anterior. H4 ainda a re-
gistar, na pigina seguinte a citada do PMEB2013 e nas MC-
MEB2o12, uma variante do referido verbo, «Reconhecer,
dado», a qual pretende indicar a justifica¢do de casos con-
cretos de um enunciado mas sem exigéncia de prova ge-
ral. A titulo de exemplo, tem-se: «4. Reconhecer, dado um
ntimero racional q, que —(—q) = q.» (Bivar, Grosso, Olivei-
ra, & Timoéteo, 20124, p. 38).



Com carater menos exigente do que o atribuido ao ver-
bo reconhecer, surge o verbo «Justificar» na pagina 47 das
MCMEB2o12. Este, que aparece com a descri¢do de signi-
ficado igual a que consta na pagina 4 do PMEB2013, pren-
de-se com uma justificagdo simples de um enunciado, que
o aluno deve dar, recorrendo a uma propriedade conheci-
da. De realcar que tal se reduz ao 3.° Ciclo, aparecendo s6,
indiretamente, nos outros ciclos através do verbo reconhe-
cer. De modo consentineo, o verbo justificar s6 consta dos
niveis de desempenho esperados no 3.° Ciclo.

Observacdes semelhantes as do verbo reconhecer, ao
longo do Ensino Basico, podem ser feitas para os desem-
penhos «Identificar/designar» e «Estender» no PMEB2013.
A diferenca entre ciclos nota-se sobretudo no tltimo verbo,
pois este é empregue, no 3.° Ciclo, no sentido de estender
uma defini¢do e/ou uma propriedade a um universo mais
vasto e, nos ciclos anteriores, para utilizar a designagdo e
para conseguir definir a no¢do com esse nome, reconhecen-
do que se trata de uma generaliza¢gdo. Novamente, as pala-
vras utilizadas s3o as empregues nas MCMEB2o12. Surge
ainda o verbo «Verificar», tenuemente com uma sé ocor-
réncia nos descritores, para a validade da relacio de Euler
em poliedros convexos.

No 3.° Ciclo, mas sé neste, encontram-se referéncias ex-
plicitas a demonstra¢io, nomeadamente a que consta no
desempenho designado por «Provar/Demonstrar». Refere-
-se que «O aluno deve apresentar uma demonstra¢io ma-
tematica t3o rigorosa quanto possivel.» (Bivar et al., 2013,
p- 4; Bivar, Grosso, Oliveira, & Timoéteo, 2012d, p. 47). Ain-
da na citada pentltima pagina, no contexto do raciocinio
matematico, volta a vincar-se a importincia do raciocinio
hipotético-dedutivo como sendo o meio para chegar a ela-
boracio de demonstra¢des, mesmo que pequenas. Em com-
plemento, nos preliminares dos contetidos no PMEB2013,
diz-se ser essencial que os alunos comecem a utilizar cor-
retamente termos, como definicio e teorema, e processos
demonstrativos especificos da Matematica.

Apesar das referéncias explicitas a demonstra¢do serem
abundantes nos varios dominios de contetido do PMEB2013
com exce¢io de Organizacido e Tratamento de Dados, aque-
le que é considerado como o mais favoravel para a sua abor-
dagem é Geometria e Medida. Neste sentido, destaca-se a
apresentac¢do de teoremas fundamentais como o de Tales
e, um seu corolario, o de Pitdgoras. Salienta-se ainda, mais
uma vez, o raciocinio hipotético-dedutivo: «Um objetivo ge-
ral dedicado a axiomaitica da geometria permite enquadrar
historicamente toda esta progressdo e constitui um terre-
no propicio ao desenvolvimento do raciocinio hipotético-
dedutivo dos alunos.» (Bivar et al., 2013, p. 19).

Coadunando-se com a mencionada consideracio da Ge-
ometria e Medida no PMEB2013, ha a realcar o subdomi-
nio «Axiomatizac¢do das teorias Matematicas», referente ao
9.° ano. Os objetivos gerais no mencionado subdominio
das MCMEB2o012, associados a descritores que comegam
com os verbos «Identificar», «Reconhecer», «Designar»,
«Saber», visam a utilizacdo correta de vocabulario do mé-
todo axiomatico e o conhecimento de factos da axiomati-
za¢do no dmbito da Geometria. No sentido descrito, tam-
bém ji mencionado a respeito do PMEB2013, surgem as
nocoes de teoria, defini¢io, axioma, proposicio, lema, teo-
rema, hipétese e tese, condi¢ao necessaria e condi¢io sufi-
ciente, corolario e demonstrac¢do. Os autores destacam ain-
da o perigo do raciocinio circular ao escreverem:

Reconhecer, no 4mbito de uma teoria, que para nio se incorrer
em raciocinio circular ou numa cadeia de dedug¢des sem fim, é
necessario fixar alguns objetos («objetos primitivos»), algumas re-
lagGes entre objetos que nio se definem a partir de outras («rela-
¢Oes primitivas»), e algumas proposicdes que se consideram ver-
dadeiras sem as deduzir de outras («axiomas»). (Bivar, Grosso,
Oliveira, & Timoteo, 2012d, p. 72).

As referéncias explicitas 3 demonstra¢do aparecem ainda na
sec¢do do PMEB2013 dedicada aos niveis de desempenho,
os quais s3o considerados nos descritores das MCMEB2o12.
Concretamente, as mesmas surgem para se atingirem ni-
veis de desempenho avancados, referindo-se a proprieda-
des que devem ser demonstradas mas nao se exigem a ge-
neralidade dos alunos, embora todos devam conhecer o
enunciado e estar aptos a aplica-las.

CONSIDERAGOES FINAIS SOBRE PMEB2007
vERSUs PMEB2013

Indiscutivelmente, nos diferentes niveis de ensino, as de-
monstragdes e suas formas precursoras devem ser apresenta-
das, pedidas e trabalhadas. No PMEB2007 e no PMEB2013,
através de referéncias implicitas e de referéncias explicitas,
o papel da demonstrag¢do é reconhecido, com énfase exage-
rada no PMEB2o0r13 e documentos associados. A semelhan-
ca do que ocorria no PMEB2007, no PMEB2013 continua a
considerar-se a Geometria e Medida como o dominio mais
propicio para os alunos se familiarizarem com a demons-
tracdo. Contudo, nio s6 neste dominio, o PMEB2013 e as
MCMEB2o12 parecem assentar na excessiva preocupagao
com a axiomatizac3o, transmitindo a valorizac¢do da forma-
lizag¢do pela formalizagio.

Ha arealgar que a atividade de justificar é desvalorizada
nos documentos que substituem o PMEB2007. A mesma,
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no PMEB2o013, surge nas finalidades e nos desempenhos
correspondentes aos verbos «Reconhecer» e «Reconhecer,
dado». Podem efetivamente encontrar-se diversas ocorrén-
cias da palavra justificar nas MCMEB2012, mas parece que
a atividade associada s6 comega a ser realmente importan-
te no 3.° Ciclo do Ensino Bésico. De facto, s6 na «Leitura
das Metas Curriculares do 3.° ciclo» aparece o verbo «Justi-
ficar», o qual traduz a justifica¢do de enunciados evocando
propriedades conhecidas dos alunos. Mas esta é uma ati-
vidade acessivel a alunos dos ciclos anteriores! No 2.° Ci-
clo, a atividade de justificar constitui um subalterno do de-
sempenho «Reconhecer» e 0 mesmo, em menor escala,
sucede no 1.° Ciclo, no qual n3o surge, ininteligivelmente,
qualquer referéncia a necessidade de justificaco de ideias
matematicas.

Reconhece-se, em todos os documentos anteriormente
referidos, a ligagdo da demonstra¢do com o raciocinio ma-
tematico, mas no PMEB2013 destaca-se excessivamente o
de tipo dedutivo. Em particular, no dominio de contetido
Geometria e Medida nio se refere diretamente o racioci-
nio indutivo, nomeadamente a formulacio de conjeturas,
mas antes o raciocinio hipotético-dedutivo através dos de-
sempenhos associados aos verbos «Provar/Demonstrar».
De um modo mais geral, por um lado, a palavra conjetura
nio aparece nas MCMEB2o012. Por outro lado, esta s6 surge
fugazmente num parigrafo de uma pagina do PMEB2o013,
mas nio se indo além da sua mencio no dmbito do papel
fundamental do raciocinio indutivo e dos perigos deste po-
der levar a conclusdes erradas.

O produto final das atividades de um matematico sdo
as desejadas demonstra¢des com raciocinio dedutivo. Mas,
precedendo-o, hi atividades matematicas fundamentais que
envolvem outros tipos de raciocinio com forte presenca no
PMEB2007. Nomeadamente, a formulac¢do e o teste de con-
jeturas, que sdo indissociaveis de exemplos e de contrae-
xemplos. A convivéncia entre os raciocinios indutivo e de-
dutivo no PMEB2007 comeca por traduzir-se no 1.° Ciclo
nas atividades de conjeturar e de justificar e, mais tarde,
nos processos mentais mais complexos que poderdo con-
duzir a uma demonstracio. N3o transparecendo claramen-
te a possibilidade de aprender a raciocinar indutivamente
no PMEB2o013, parecem eliminar-se as oportunidades de
aprender a conjeturar e a compreender, por um lado, o sig-
nificado e o papel dos contraexemplos na Matemitica, e, por
outro lado, a necessidade e a relevincia de demonstrar..
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