Resolver problemas de matematica:

itm desafio ‘ao alcance de todos;
fora e dentro dd sala de aula

HEAJACINTOE,SUSANA CARREIRA

Nas tltimas décadas do século XX ganhou vida um amplo
debate sobre a resolugdo de problemas de matematica reco-
nhecendo-se a utilidade dessa capacidade basica para fazer
face aos desafios do dia a dia e, em paralelo, a sua impor-
tancia no desenvolvimento de aprendizagens matematicas

significativas. A par desse debate, escolas e professores co-

mecaram a investir em projetos extracurriculares relacio-
nados com a resolucio de problemas de matematica com
o objetivo de complementar o trabalho de sala de aula. S3o

hoje exemplos o Problema do Més, o Canguru Matemdtico

Sem Fronteiras ou as Olimpiadas Portuguesas da Matemdti-
ca. Algumas destas iniciativas tém um forte cunho com-
petitivo e destinam-se a alunos particularmente talentosos,
mas outras — de que o Subr2 e o Subi4 s3o exemplo —
assumem uma natureza mais inclusiva o que possibilita a

participacio de alunos com diversos graus de aptido para

a resolucio de problemas (Carreira et al., 2012).
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As CoMPETICOES MATEMATICAS SUB12 E SUB14

Estas Competi¢Ges sdo organizadas pelo Departamento de
Matematica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Uni-
versidade do Algarve desde 2005 e destinam-se a jovens do

Algarve e do Alentejo que frequentem o 5.° ou 0 6.° ano —

no caso do Subiz, e 0 7.° ou 8.° ano — no caso do Subi4.
Funcionando de modo idéntico, o Subi2 e o Subi4 estio
organizados em duas fases. Entre janeiro e junho decorre
a fase de apuramento, durante a qual s3o disponibilizados
online dez problemas, um por quinzena. Os concorrentes
acedem ao enunciado e dispdem de duas semanas para en-
contrar a solug¢do e enviar a sua resolu¢do em formato ele-
trénico. A resposta a cada problema s6 é considerada vali-
da mediante apresenta¢do de uma explica¢do detalhada da
estratégia usada e de uma justifica¢3o do raciocinio. A or-
ganizacdo devolve uma apreciag¢do do trabalho de cada con-
corrente, o que pode conter pistas que ajudem a corrigir
ou a completar a resolugdo. E permitido que revejam a so-
lucio dentro do prazo estipulado e é também possivel so-
licitar ajuda a professores, colegas, familiares, ou mesmo
a organizagdo, a fim de ultrapassar eventuais dificuldades.
Ao longo da edicdo, a organizacio divulga listas com o de-
sempenho dos concorrentes bem como uma sele¢3o de re-
solucdes que ilustrem diferentes estratégias, revelem criati-
vidade ou o uso oportuno de uma determinada ferramenta
tecnoloégica — as resolugdes admirdveis. Estas sdo as parti-
cularidades dos Subs que sustentam a sua faceta inclusiva
e que permitem manter estes jovens, com diferentes ap-
tiddes para a matematica, focados na resolu¢do de proble-
mas desafiadores durante um periodo de tempo relativa-
mente longo. Os concorrentes que resolvam corretamente
oito dos dez problemas propostos s3o apurados para a fase
final que consiste na resolug¢do de cinco problemas, com
papel e lapis, no campus da Universidade do Algarve. Aqui
se desenrola a verdadeira competi¢do, dado que os concor-
rentes resolvem os problemas individualmente e num pe-
riodo de tempo limitado (Amado & Carreira, 2012).

Os Campeonatos de Matematica Subi2 e Subi4 foram
o foco do projeto de investigagdo Problem @Web,? na 4rea
da Educa¢io Matematica, onde se procurava compreender
as estratégias de resolugdo usadas pelos concorrentes, o
uso de ferramentas tecnolbgicas, as formas de expressao
do pensamento matematico, e ainda a sua criatividade ma-
tematica. Com base em dados recolhidos no dmbito deste
projeto, debrugamo-nos sobre a natureza da resolucio de
problemas de matematica que decorre para além da sala de
aula num ambiente permeado pelas mais diversas tecnolo-
gias. Descrevemos ainda como alguns professores acompa-
nham os seus alunos nas Competicdes e incorporam esta

resolucdo de problemas nas suas aulas de matematica.

EM QUE £ QUE ESTA RESOLUGCAO DE
PROBLEMAS DE MATEMATICA £ DIFERENTE?

Os problemas ndo-rotineiros propostos nas Competicdes vi-
sam estimular intelectualmente os concorrentes supondo-
-se, a partida, que ndo dispdem de um procedimento que
lhes dé garantia imediata de encontrar a solugio. Os desa-
fios ndo sio alinhados com o curriculo pelo que esta reso-
lucio de problemas envolve o recurso a uma matematica
e a um pensamento matematico que n3o sio necessaria-
mente impelidos pelos conhecimentos matematicos esco-
lares, ou seja, os concorrentes desenvolvem formas produtivas
de pensar acerca de cada situacio, utilizando conhecimen-
tos informais e incorporando elementos descritivos da sua
abordagem.

Nestas Competicoes respeitam-se as preferéncias e as
experiéncias de cada concorrente e reconhece-se a sua vali-
dade enquanto elementos estruturantes da capacidade de
resolver problemas. Esta liberdade espelha-se na diversi-
dade de solucdes submetidas quer em termos das aborda-
gens, estratégias ou representacdes matemdticas, quer em
termos das ferramentas usadas. Na verdade, o recurso as
tecnologias surge com dois propdsitos: comunicar a solu-
¢3o encontrada — o que inclui necessariamente um rela-
to do processo seguido; ou suportar o desenvolvimento e a
implementag¢do de uma estratégia que conduza a solu¢io

— e neste caso, o ficheiro também incorpora essa sequén-
cia de passos.

Ao longo de sucessivas edi¢es tem ficado patente que
a fase de resoluc¢do de um problema esti intrinsecamente
ligada a fase de elabora¢io da resposta. N3o sendo sempre
possivel distingui-las como duas fases distintas ou bem de-
limitadas, sobretudo quando o uso de tecnologias apoia o
desenvolvimento de pensamento matematico, é oportuno
considerar a expressdo do pensamento como parte integran-
te da resolugdo de problemas. Alids, os concorrentes fazem
uma sele¢do ponderada dos programas que permitem im-
plementar uma determinada abordagem ou resolver um
certo tipo de problemas de forma que o ficheiro resultan-
te sirva de veiculo de exposicio do raciocinio seguido.

Nos Subs, resolver um problema nio se resume a apre-
sentacdo dos calculos e da soluc¢io. Em complemento, im-
porta incluir descri¢des e explicacoes detalhadas dos pro-
cessos, donde que as ilustra¢des, os esquemas, a utilizacio
de cores ou legendas permitem tragar um roteiro do pen-
samento matematico desenvolvido até obter a soluc3o.



A tinta que sobrou

A Miriam gosta de dedicar o tempo livre a fazer decoragdes em
sua casa. Recentemente, p6s as maos a obra e decidiu pintar o seu
escritorio.

Na hora de arrumar tudo, j& muito satisfeita com o trabalho concluido,
verificou que tinham sobrado duas latas, cada uma cheia até um
quarto de altura. Resolveu juntar o contetdo das duas latas numa
lata mais pequena, com metade do didmetro das outras duas e
com a mesma altura. Achou que nessa lata mais pequena caberia
exactamente o conteudo das outras duas.

Voitingro = Area base X h

Area base = nr?

Serd que tem razao?

N3o te esquegas de explicar o teu processo de resolugao.

Figura T—Enunciado do problema 2 da edicao
2011/2012 do Sub14

Descri¢des, explicagdes e construcdes ndo sio simplesmente pro-
cessos que os alunos usam a caminho de produzir ‘a resposta’
e n3o sio simplesmente pos-scripts que os alunos apresentam
apbs ‘a resposta’ ter sido produzida. Estes SAO os componen-
tes mais importantes que s3o necessarios nas respostas. (Lesh &
Doerr, 2003, p. 3)

Resolver problemas no ambito do Subr2 e do Sub14 é encon-
trar formas produtivas de pensar sobre as situacdes desafia-
doras propostas e desenvolver modos de resolver e exprimir
o préprio pensamento, na combinagdo de conhecimentos
matematicos escolares e conhecimentos informais. Nesse
processo, os jovens desenvolvem as suas proprias estraté-
gias e incorporam elementos mediados pelas tecnologias
que usam, o que pode ser interpretado como um discurso
matematico digital.

UM PROBLEMA, TRES MODOS DE
RESOLVER-E-EXPRIMIR

Na fase de apuramento das Competicoes, que se desenro-
la a distancia, as solu¢des tém que ser submetidas eletro-
nicamente e, portanto, sio digitais. Todavia, muitas sio ini-
cialmente produzidas por meios convencionais, como o
papel e lapis, e s3o posteriormente digitalizadas. Estes for-
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Figura 2.—Resolucao digitalizada enviada
pelo concorrente Al

matos surgem, sobretudo, quando os concorrentes enve-
redam por estratégias que incluem manipulagdo simboli-
ca, o que é dificil de reproduzir quer no corpo de um e-mail,
quer nos programas usuais.

E o caso da solugdo que o concorrente A1 apresentou
para o problema A tinta que sobrou (Figura 1). O jovem co-
mecou por notar que se cada uma das latas maiores contém
tinta até 1/4 da sua capacidade, ao juntar essa tinta numa
Unica lata idéntica obter-se-2 metade do volume da lata (Fi-
gura 2). Designou adequadamente os raios dos dois tipos
de lata e determinou uma expressio para o volume de tin-
ta em cada uma delas, considerando que o raio da base da
lata mais pequena é metade do raio da lata maior. Final-
mente, comparou as duas expressdes e concluiu que o vo-
lume de tinta que sobrou é superior a capacidade da lata
pequena.

Neste trabalho, em que a tecnologia nio adquire um
papel de relevo no desenvolvimento da estratégia, esta pa-
tente um discurso expositivo que caracteriza esta resolugio
de problemas: o jovem fez uma narrativa do processo se-
guido, apresentando as convengdes que usara adiante, in-
tercalando explicacGes textuais com a manipulacdo algébri-
ca para deduzir expressdes que representem o volume de
tinta que sobrou e a capacidade da lata pequena. Destacou
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Figura 3.—Excertos da resolugao elaborada em PowerPoint
pelo concorrente A2

dois passos intermédios ao sublinhar a vermelho a descri-
¢3o do processo e ao desenhar caixas vermelhas ao redor
dessas expressoes.

O concorrente A2, por sua vez, submeteu uma resolucio
elaborada em PowerPoint (Figura 3) onde se pode identifi-
car um tipo de discurso expositivo, marcado pela sequéncia
de representacdes da situagdo muito proéximas do contex-
to do problema, que pode ser considerado um discurso ma-
temdtico digital dada a relevincia que a ferramenta tecno-
légica assume. As primeiras representagdes sintetizam as
informacdes contidas no enunciado e incluem uma legen-
da onde se associam os segmentos coloridos as dimensdes
das latas, valores estes que s3o desconhecidos.

O problema é desvendado quando o jovem representa a
base de uma lata grande e ao sobrepor-lhe duas bases pe-
quenas constata que nio cobrem na integra o circulo maior.
Esta constatacdo bidimensional, que parte da analise e com-
paracdo da area das bases das latas, é expandida para uma
representacio tridimensional da situagdo que suporta a com-
parag¢do dos volumes de tinta nos cilindros. Verifica entio
que, para uma mesma altura, «uma lata pequena tem me-
nos volume que metade de uma lata grande» pois ao co-
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locar duas latas pequenas no interior de uma lata grande,
«ainda sobra espaco».

As ilustragBes e os esquemas utilizados favoreceram o
desenvolvimento de uma forma produtiva de pensar sobre a si-
tuagdo que congrega saberes informais e conhecimentos
matematicos escolares. Estas representacoes, a utilizacao
da cor e as legendas suportam o pensamento matematico
pois permitem uma manipulacdo virtual da situa¢do. To-
davia, e apesar do relato visual ser bastante claro e revela-
dor do modelo da situa¢3o que o concorrente desenvolveu
(comparagdo da 4rea das bases, desprezando as suas altu-
ras por serem iguais e inferindo sobre os volumes em ques-
tdo), houve a necessidade de incluir uma explicacio textual
que resume a sua conclusdo. Esta resolucdo ilustra o poder
das ferramentas tecnologicas em transformar um proble-
ma numa situa¢io manipulavel, compreensivel e resolu-
vel, mas revela sobretudo que resolver e exprimir essa solu-
¢30 sdo duas facetas da mesma atividade.

Ja as concorrentes A3 e A4 enviaram um ficheiro pro-
duzido no Excel e incluiram uma descri¢ao dos seus pro-
cessos no corpo do e-mail (Figura 4). O ficheiro permite fa-
zer um teste mediante a introducdo de valores em células



A B C D E F G H |
1 Calculo do volume da tinta Calculo do volume da lata pequena
2 Raio | Altura  Total Raio Altura Total
3 4 5 251,2 2 10 125,6
4
Resposta:

Eu e a minha colega utilizamos uma técnica em excel, que da para calcular varias

coisas.

Primeiro calculamos o volume da tinha conjunta das duas latas grandes. Indicamos
o raio, a altura, utilizamos a técnica e no total incide o volume da tinta.

Fizemos o0 mesmo para o volume da lata pequena.

Resposta: Nao € possivel a tinta das duas latas grandes caber na lata pequena,
porque o volume da tinta é duas vezes maior que o volume da lata, no qual deveria

ser ao contrario.

Figura 4-—Resolu¢ao enviada elaborada em Excel pelas concorrentes A3 e A4

e explicacao do processo

chave. A esquerda, é possivel determinar o volume de tin-
ta que sobrou mediante a introdu¢do de um valor para o
raio da base do cilindro e outro para a altura de tinta que
se queira considerar. A célula C3, que contém a férmula
«=3,14*A3A2*B3», devolve o volume total de tinta nessa lata.
A direita, calcula-se o volume da lata pequena consideran-
do que o seu raio é metade do raio da lata maior e que a
sua altura é o dobro da altura que a tinta que sobrou atinge
numa lata grande, e o resultado surge na célula H3. Ao in-
serir varios casos, todos eles respeitando as condicdes ini-
ciais, é possivel verificar que «o volume da tinta é duas ve-
zes maior que o volume da lata» pequena.

Esta estratégia encerra outra visio do mesmo proble-
ma, igualmente produtiva. Com o auxilio de uma folha de
célculo as concorrentes conseguem rapidamente simular
um conjunto de experiéncias e, analisando os resultados
obtidos, conjeturar que o volume da lata pequena é metade
do volume de tinta que sobra, embora ndo o provem mate-
maticamente. Completaram o modelo criado no Excel com
uma breve descricio textual em que explicam a sequéncia
de passos e respondem a questdo colocada, o que vai ao
encontro da ideia de que este discurso expositivo, compos-

to pelo ficheiro e pela explicacio, é parte integrante da re-
solug¢do do problema. A folha de calculo permitiu que as
concorrentes desenvolvessem um modelo informal mar-
cado pela expressividade representacional que a ferramenta
permite e pela introdugio de expressdes que apontam para
o contexto para explicitar o sentido que atribuiram aos va-
lores representados.

Para um mesmo problema, trés resolugdes, trés estra-
tégias, trés ferramentas, trés modos de pensar a que cor-
respondem trés modelos eficazes, e que estas Competicdes
acolhem. E a qualidade das descri¢cdes do pensamento ma-
tematico — isto é, a combinacdo de representa¢des (media-
das pelo papel e lapis, PowerPoint ou Excel) com descri¢des
mais ou menos detalhadas do processo de resolu¢io — que
permite exteriorizar as formas como estes jovens estdo a
interpretar o problema e como desenvolvem as suas pré-
prias maneiras de encontrar a solucio. Constroem formas
de resolver e exprimir a solucio que, além de estarem inti-
mamente ligadas as ferramentas que escolhem usar, estio
também muito centradas nas suas potencialidades repre-
sentacionais: visuais no caso do PowerPoint; ou de calculo
relacional, no caso do Excel.
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Os jovens participantes nas Competicoes exibem uma
grande destreza na utilizac3o de ferramentas digitais para
comunicar a sua resolucio, mas também na explora¢do dos
contextos e no descortinar de uma estratégia, como suporte
do seu pensamento matematico. Conseguem tirar partido
das tecnologias, reconhecendo e selecionando as potencia-
lidades que sdo efetivamente Gteis a resolucio de um dado
problema (os destaques, as cores, o desenho, os esquemas,
as férmulas, o texto) para produzir o seu proprio discurso
matematico digital, num processo que respeita o seu ritmo
de trabalho e as preferéncias em termos de abordagem, de
estratégia, de tecnologias e representa¢des que potenciam.

DAS COMPETICOES A SALA DE AULA: COMO
PROMOVER A RESOLUGAO DE PROBLEMAS

No dmbito do projeto Problem@Web foram entrevistados
varios professores, que acompanharam os seus alunos ao
longo de sucessivas edi¢des do Subi2 e do Subig, com o
propésito de compreender como encaram esta resolucio
de problemas, o que valorizam nesta experiéncia extraes-
colar, como colaboram com os seus alunos e ainda se e de
que forma incorporam os problemas das Competicdes nas
suas aulas.

Como veem as Competicdes e esta resolugdo de problemas?

Os professores entrevistados apreciam sobretudo a natu-
reza dos problemas propostos aos concorrentes pois consi-
deram que sio adequados para os fazer pensar de tal forma
que lhes permite sair um bocadinho da rotina que é incul-
cada por problemas mais rigidos, como aqueles que sur-
gem nos manuais e apelam diretamente a determinados
conhecimentos. Sublinham a possibilidade de os alunos de-
senvolverem a sua estratégia sem terem que recorrer for-
cosamente aos contetidos que estdo a trabalhar nas aulas e
poderem ir buscar contelidos diferentes ou conhecimentos do
dia a dia para resolver os problemas.

[SJurge ali o problema para eles resolverem, portanto eles terdo
que ir pelo caminho que entenderem e fazerem esquemas ou
aquilo que entenderem (. . .) eles tém que ir por outros caminhos
e as vezes vao por caminhos muito engracados. (entrevista P2)

Também mostram apreco pela diversidade nas tematicas
escolhidas pois uns problemas tém a ver com a parte da 16-
gica, outros mais com a parte da geometria, outros em que se
fazem outras conexdes, sdo muito ricos e permitem desen-
volver muitas capacidades mesmo sem estarem alinhados
com 0s programas.

Outro aspeto positivo é o desenvolvimento da comuni-
cagdo matematica através do relatar de um processo ou jus-
tificar um raciocinio, mas adiantam que esta exigéncia das
Competicdes se transforma num obstaculo ja que transcre-
ver exatamente o raciocinio que fizeram ou explicar como €
que raciocinaram é muito dificil sobretudo para os alunos
mais jovens. Para além de poderem escolher muitas formas
diferentes de resolver os problemas, o facto de os concorren-
tes terem um periodo de tempo consideravel para pensar
na resolucio de cada problema é motivo diferenciador.

Como a fase de apuramento se desenrola a distincia,
ha um maior nimero de alunos a poder participar, o que
inclui os de zonas mais distantes ou mesmo isoladas. Este
aspeto promove também um maior envolvimento das fa-
milias que chegam a contactar os professores procurando
ideias para acompanhar os filhos. A vertente inclusiva das
Competicdes é sublinhada pelos docentes no sentido em
que permite que os alunos adquiram mais autonomia, au-
toestima, fiquem com aquela ideia de que sdo capazes de re-
solver aquele tipo de desafios.

Trazer as Competicdes para a aula de matemdtica

O facto de serem grandes entusiastas da resolucio de pro-
blemas do Campeonato acaba por transparecer na forma
como os docentes acompanham os seus alunos. Uma das
professoras resolve cada novo problema assim que este é
lancado na pagina do Subi2 e, ja a pensar nas suas aulas,
tenta definir pelo menos duas estratégias diferentes. Toda-
via surpreende-se sempre quando os seus alunos acabam
por fazer outro raciocinio e apresentam resolugdes criati-
vas, diferentes das suas. Com essa experiéncia reconhece
que tem aprendido muito com os seus alunos.

[E]les tém uma forma de pensar muito diferente da nossa (. . .)
noés ja estamos um pouco viciados. (entrevista P2)

Para além de recorrerem as CompeticGes para reforcar o
trabalho na resolucdo de problemas nas aulas de Substitui-
¢do ou de Estudo Acompanhado, enquanto as havia, tam-
bém utilizam estes problemas na aula de matematica. Se-
lecionam um problema e projetam-no para a turma toda,
mesmo que sé alguns alunos estejam a participar nos Subs.
Como refere um dos docentes, esta é uma maneira de os in-
tegrar no estilo das CompeticGes, por isso opta por resol-
ver os primeiros problemas em sala de aula. Inicialmente
da algum tempo para explora¢io auténoma por parte dos
alunos para eles pensarem, para se irem orientando e discu-
tirem. Nos minutos iniciais ndo tira diividas e incentiva a
uma leitura cuidada pois entende que eles tém de ler, tém
de reler vdrias vezes, tém de experimentar.



Geralmente, quando percebem que os alunos estio um
bocado embrulhados nesses momentos iniciais, estes profes-
sores ddo pequenas dicas para ajudar a desbloquear, mos-
tram exemplos de abordagens ou sugerem formas de organi-
zar a informac3o para ampliar a diversidade de ferramentas
de resolug¢do de problemas. Quando alguns alunos encon-
tram uma solugdo, abrem uma discussio a turma a fim de
comparar estratégias e resultados. As vezes nio é possivel
encerrar a discussdo na aula e os alunos levam esta tarefa
para concluir em casa — o que também permite mostrar
que a resolucio de problemas € um processo que nio € ime-
diato e que pode ser necessario mais tempo para encontrar
a estratégia mais adequada.

A semelhanca do que é exigido nas Competigdes, estes
professores insistem em que os seus alunos justifiquem
os processos usados e apresentem argumentos validos. Tal
insisténcia ndo visa apenas fazer cumprir as regras, ja que
consideram que é fundamental ser-se capaz de expor o que
se pensou e o que se fez, mas encaram ainda este requisi-
to como uma forma de ver se eles tém confianga naquilo que
fazem.

Também nas aulas, os professores projetam a pagina
das Competi¢cdes com a tabela de resultados para que a tur-
ma acompanhe o progresso dos participantes. O que mo-
tiva os alunos mais jovens é verificar se alguma das reso-
lucdes da turma foi escolhida como resolugdo admirdvel e
publicada na pagina. Esta atitude leva a que uma das do-
centes encoraje os seus alunos a serem inventivos e a en-
contrar varias estratégias de resolu¢io do mesmo proble-
ma. Diz-lhes:

esmerem-se a fazer e sejam originais (...) pensem 14 de outra ma-
neira, pensem na primeira e agora vejam 13 se nio ha outra mais
interessante. (entrevista P1)

Depois de os seus alunos se ambientarem com algumas téc-
nicas ou estratégias, estes professores insistem para que re-
solvam os problemas sozinhos e continuem a participar de
forma auténoma. Sempre que lhes pareca oportuno, tam-
bém recorrem aos problemas dos campeonatos para tra-
balhar determinados contetidos programaticos e apontam
duas possibilidades, assim resumidas:

podemos utilizd-los tanto para introduzir contetidos, como apli-
ca¢do de contetidos para resolver. (entrevista P3)

No fundo, estes professores encontraram nas Competicdes
Subi12 e Subi4 uma forma de motivar os seus alunos para
a resoluc¢do de problemas e para a matematica. Reconhe-

cem, com algum desinimo, que muitos alunos tém a ideia
de que resolver um problema € uma coisa chata, muito dificil,
muito complicada, sé acessivel a alguns. O desalento conver-
te-se em esperanca quando sentem que o seu esforco dia-
rio é recompensado:

amedida que se vai encaminhando, eles vio sendo capazes de fa-
zer e depois dizem «afinal era muito facill». (entrevista P2)

A persisténcia é, assim, um das aprendizagens que estes
professores tentam desenvolver nos seus alunos, mas sdo
eles proprios reflexo de uma certa perseveranca: a de incluir
frequentemente tarefas de resolu¢io de problemas nio ro-
tineiros nas suas aulas de matematica — leva um certo tem-
po, nio se pode desistir logo a primeira!

Notas
1 http://fctec.ualg.pt/matematica/sestrelas/
2 https://sites.google.com/site/problematwebeng/
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