PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

A Matematica nao é um desporto para espectadores: nao a podemos apreciar, nem

aprender, sem uma participagao activa.
Em O ensino por problemas (G. Pélya, 1967)

George Polya (1887-1985), hungaro de nascimento, foi um matematico de grande importancia na primeira metade do sé-
culo passado que também se notabilizou pelo trabalho que desenvolveu e publicou sobre os métodos heuristicos e a re-
solugdo de problemas em Matemitica e o seu ensino. Perante a ameaga hitleriana na Europa, parte em 1940 para os EUA,
onde se fixou definitivamente, tendo ingressado em 1942 na Universidade de Stanford, na Califérnia, universidade a que
permaneceu ligado até ao seu falecimento.

Em 1945, publica um dos seus livros mais conhecidos, How to Solve It, que foi elogiado na recensdo do matemati-
co E.T. Bell, e também por outro matematico de renome, Hermann Weyl, na revisdo da nova impressdo do livro em 1943.
Esta obra teve um grande éxito editorial — um ano ap6s seu falecimento, ja tinham sido vendidos mais de um milhio
de exemplares. O livro esta traduzido em mais de 20 linguas de muitos paises, em iniimeras reimpressdes e edi¢des, a
ultima das quais de 2014. Em Portugal foi publicado numa edi¢do de 2003 com o titulo Como resolver Problemas.

Professor emérito em 1953, Pdlya publica, nos anos que se seguem, outras das obras que mais o notabilizaram —
Mathematical Discovery (1954), Mathematics and Plausible Reasoning (1962 e 1965), Mathematical Methods in Scien-
ce (1963) — bem como inGimeros textos e intervencdes, onde desenvolve e aprofunda as suas ideias sobre a resolucio
de problemas, a heuristica e o processo de criagio em matemdtica, e onde aborda também questdes sobre ensino des-
ta ciéncia.

Em 1963 ¢é premiado pelos seus servigos distintos em mateméatica — Award for distinguishes services in mathematics —
prémio atribuido pela Mathematical Association of America que o homenageia, como se pode ler no elogio que lhe foi fei-
to, ndo apenas pela contribuicdo para uma melhor compreensio sobre o processo de criagdo matematica, mas também
pela «sua influéncia construtiva no ensino da matematica no seu sentido mais amplo, em todos os niveis, elementares
ou avangados, e a escala nacional ou internacional». George Pdlya, diz ainda o elogio, «é tnico entre os matematicos a
combinar, durante a sua distinta carreira cientifica, a investigacdo profunda em uma frente muito ampla, com um inte-
resse sempre presente pelo ensino da matemdtica».

Pélya publica o seu ultimo artigo em 1984, também sobre resolugdo de problemas, em colabora¢do com uma sua co-
lega e amiga Jean Pederson.

O texto que selecciondmos, traduzido por Paulo Alvega e ainda inédito em portugués, foi publicado em 1967 na revis-
ta L'Enseignment Mathématique, das primeiras revistas dedicadas ao ensino da Matematica. Neste texto, Pélya comeca
por abordar, de uma forma simples e abreviada, algumas das suas ideias gerais sobre o ensino, varias vezes retomadas
em outros dos seus textos — o ensino como uma arte, ndo como uma ciéncia, a importancia do desenvolvimento do
pensamento matematico nos alunos, a centralidade da aprendizagem activa. Revisita depois algumas das questdes que
muito o interessaram ao longo da sua vida, sobre a resolugio de problemas e o seu ensino, sobre o papel do professor
e o do aluno, sempre num estilo simples, directo e conciso, convidando a leituras de outras das suas obras para maior
detalhe e aprofundamento.

HENRIQUE MANUEL GUIMARAES
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O ENSINO POR MEIO DE PROBLEMAS

-

GEORGE PdéLYA

Naquilo que se segue, interesso-me em primeiro lugar pelo
ensino da Matemdtica nas escolas secundérias dos Estados
Unidos (high schools); no entanto para que este artigo pos-
sa contribuir para uma discussdo internacional, concentro-
-me nas questdes comuns a todas as escolas de nivel secun-
dério, i.e., as escolas para jovens dos 12 aos 18 anos, n3o
importa em que pais, por exemplo os liceus e gindsios eu-
ropeus. Algumas restri¢des na aplicagdo deste artigo, que
estdo na natureza das coisas, serdo cuidadosamente espe-
cificadas no momento oportuno.

UMA ARTE, NAO UMA CIENCIA

Evidentemente, o ensino ndo é uma ciéncia exata com uma
terminologia precisa largamente aceite. E por este motivo

que as finalidades e os métodos de ensino n3o podem ser
discutidos de uma maneira adequada sem exemplos con-
cretos, longamente descritos e de forma cuidada. Como, no
entanto, o lugar destinado a este artigo nao permite exem-
plos detalhados, devo remeter, no que se refere a maiores
explicaces e ilustracdes apropriadas os meus livros dispo-
niveis em varias linguas.®

Ensinar é uma a¢do humana complexa, dependendo em
grande medida das personalidades em causa e das con-
di¢des locais. Hoje, ndo ha propriamente uma ciéncia do
ensino, e n3o haverd nenhuma no futuro previsivel. Em
particular, ndo existe um método de ensino que seja indis-
cutivelmente o melhor, como n3o existe a melhor interpre-
tacdo de uma sonata de Beethoven. H4 tantos bons ensi-
nos como bons professores. O ensino é mais uma arte do
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que uma ciéncia. (Isto ndo exclui, claro, que o ensino pos-
sa beneficiar de uma atenc3o criteriosa dada as experién-
cias e teorias psicoldgicas.) Para todos os efeitos, o que se
segue é uma apresentacdo ndo dogmdtica das minhas con-
vicgdes pessoais. Ficaria contente se algum diretor ou pro-
fessor de espirito aberto encontrar ai pontos que se ajus-
tem as condic¢bes do seu ensino ou ao seu gosto pessoal.

AS FINALIDADES

As finalidades do ensino, os assuntos a ensinar e os mé-
todos a utilizar dependem das condi¢des que prevalecem
neste ou naquele lugar, neste ou naquele momento: devem
satisfazer as necessidades da comunidade e s3o limitados
pelo que se dispde no que se refere ao pessoal docente e ao
dinheiro. (De facto, dependem da apreciagdo mais ou me-
nos esclarecida destas condicdes pelas autoridades locais.)

No entanto, uma discuss3o sobre o ensino n3o pode ter
sentido sem que seja definido previamente a finalidade a
atingir. A minha convicgdo pessoal é que a tarefa principal
do ensino da Matematica ao nivel secundario é ensinar os
jovens a PENSAR. Tudo que direi em seguida decorre des-
ta convicgdo fundamental. Se o leitor ndo consegue parti-
lhar inteiramente a minha opinido, espero no entanto que
o possa fazer em alguma medida, que possa considerar
como uma finalidade subordinada mas importante aquilo
que para mim ¢ a finalidade principal, e que possa entdo
encontrar no que se segue sugestdes Uteis.

Naturalmente, nd3o esqueco as outras finalidades essen-
ciais — penso simplesmente que elas sdo compativeis com
aquilo que considero como a finalidade principal. Essas ta-
refas s3o: preparar os alunos para a disciplina de Fisica, se
uma tal disciplina faz parte do programa da escola; pre-
parar os futuros engenheiros e os alunos das Faculdades
de Ciéncias. No que diz respeito aos futuros matemaéticos,
uma questdo é importante: eles ndo devem ser desapon-
tados por um ensino mal conduzido. No entanto, a intro-
dugdo de assuntos que apenas tém interesse para futuros
mateméticos é supérflua — e seria um procedimento pou-
co correto relativamente & grande maioria dos alunos.

PENSAR

Tenho dito que a finalidade principal de um programa de
Matematica a nivel secunddrio é ensinar aos alunos a pen-
sar. Esta afirmacdo exige maiores explicagdes, mas uma ex-
plicacdo adequada necessitaria de repetir uma boa parte dos
exemplos tratados nos meus livros citados na nota;™ tal re-
peticdo estd fora de questdo, mas as indicacdes que se se-
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guem poderdo ajudar.

Propuseram-se de diferentes perspetivas objetivos di-
versificados tais como os seguintes: experiéncia de pensa-
mento independente, flexibilidade de espirito, habitos de
trabalho melhorados, atitudes de espirito desejaveis, alar-
gamento de pontos de vista, maturidade de espirito, intro-
ducdo ao método cientifico. Parece-me que estes objetivos,
interpretados concreta e razoavelmente ao nivel do ensino
secunddrio se sobrepdem consideravelmente e juntos cum-
prem plenamente o fim que preconizo.

Abordando este assunto de outro ponto de vista, obtém-
-se uma imagem com maior definicdo. O nosso ensino de-
veria englobar todos os principais aspetos do pensamento
matemdtico, na medida em que tal seja possivel, ao nivel
do ensino secunddrio. As atividades mais marcantes de um
matemdtico s3o: a descoberta de demonstracdes rigorosas
e a construcdo de sistemas axiomaticos. Existem ainda ou-
tras atividades, que usualmente deixam menos vestigios na
obra acabada de um matemitico, e sdo portanto menos vi-
siveis, mas nem por isso menos importantes: reconhecer
e extrair um conceito matemético de uma dada situagdo
concreta; em seguida, adivinhar sob muitas formas: prever
o resultado, prever as grandes linhas de uma demonstra-
¢do antes de realiza-la com detalhe. Adivinhar assim enten-
dido, pode também englobar a generalizagio a partir de ca-
sos observados, um raciocinio indutivo, uma argumentagao
por analogia, etc.

O ensino da Matemdtica d4 apenas uma ideia unilate-
ral, diminuida, do pensamento do matematico, se supri-
mir estas atividades ndo formais de adivinhar e de extrair
os conceitos matematicos do mundo visivel & nossa volta;
se negligenciar aquilo que poderia ser uma parte bem mais
importante para o aluno em geral, a mais instrutiva para o
futuro utilizador da Matemadtica, e a mais produtiva e mais
rica para o futuro matematico.

A APRENDIZAGEM ATIVA

«Para aprender eficazmente, o aluno devera descobrir por
si mesmo uma parte da matéria ensinada t3o grande quan-
to ¢ possivel nas circunstancias dadas.» Eu prefiro esta for-
mulacdol" do principio da aprendizagem ativa que é o princi-
pio educativo menos controverso e mais antigo (podemos
encontra-lo em Sécrates). A Matemdtica nao é um despor-
to para espetadores: ndo podemos aprecia-la nem aprendé-
-la sem uma participac@o ativa, de modo que o principio de
aprendizagem ativa é particularmente importante para nés,
mateméticos professores, especialmente se temos como
fim principal, ou como uma das finalidades essenciais, en-
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George Polya e Alexander Ostrowski, fotografados por Paul Halmos

sinar criangas a pensar.

Se queremos desenvolver a inteligéncia do aluno, de-
vemos estar atentos e deixar que as primeiras coisas ocor-
ram em primeiro lugar. Certas atividades ocorrem mais fa-
cil e naturalmente que outras: adivinhar é mais facil que
demonstrar, resolver problemas concretos é mais natural
que construir estruturas concetuais. Em geral, o concreto
vem antes do abstrato, a ac3o e a perce¢do antes das pala-
vras e dos conceitos, os conceitos antes dos simbolos, etc.

Uma vez que o aluno deverd aprender ndo receptivamen-
te mas pelo seu préprio esforco, comecemos onde o esfor-
¢o é menor e o resultado do esforco mais compreensivel
do ponto de vista do aluno: o aluno deverd familiarizar-se
antes de mais com o concreto, em seguida com o abstra-
to, primeiro com a variedade da experiéncia, depois com a
unificacdo dos conceitos, etc. Isto conduz a resolucgdo de

problemas matemdticos que é, na minha opinido, a ativi-
dade matemdtica que mais se aproxima do fundamental do
pensamento do quotidiano. Temos um problema cada vez
que procuramos os meios para atingir um objetivo. Quan-
do temos um desejo que ndo podemos satisfazer imediata-
mente, pensamos em meios de o satisfazer, assim se coloca
um problema. A maior parte da nossa atividade pensante,
que n3o seja apenas um sonho acordado, ocupa-se de coi-
sas que queremos e dos meios de as obter, o que quer di-
zer problemas.

Frequentemente, os problemas quotidianos conduzem
a problemas matemadticos simples, e o passo de abstrac-
¢3o do problema quotidiano para o problema matemético
pode tornar-se fécil e natural para o aluno com um pouco
de habilidade por parte do professor. E como os problemas
de todos os dias sdo do que é mais central no nosso pen-
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samento didrio, do mesmo modo podemos esperar que os
problemas matemdticos estejam no centro do ensino da
Matemdtica. A resolucdo de problemas tem sido a espinha
dorsal do ensino da Matemética desde a época do papiro de
Rhind. A obra de Euclides pode ser considerada como um
empreendimento pedagdgico: dissecar o grande tema da
geometria em problemas manejaveis. A resolucdo de pro-
blemas ¢ ainda, na minha opinido, a espinha dorsal do ensi-
no ao nivel secundario — e sinto-me incomodado que uma
coisa tdo evidente tenha necessidade de ser sublinhada.

H4 certamente outras coisas que devem ser propostas
ao nivel do ensino secunddrio: as demonstra¢des matema-
ticas, a ideia de um sistema axiomatico, talvez mesmo um
relance sobre a filosofia subjacente as demonstracdes e es-
truturas matemadticas. Contudo, estes assuntos estao mui-
to afastados do pensamento usual e ndo poderdo ser apre-
ciados ou mesmo compreendidos sem uma base suficiente
de experiéncias matematicas que o aluno adquire principal-
mente resolvendo problemas.

CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS

Hé4 problemas e problemas, e todo o tipo de diferencas en-
tre problemas. No entanto, a diferenca mais importante
para o professor é entre os problemas de rotina e aqueles
que o n3o s3o. O problema que nio se resolve por rotina
exige alguma criacdo e um certo grau de originalidade da
parte do aluno, o problema de rotina n3o exige nada disso.
O problema que n3o se resolve por rotina tem alguma hi-
potese de contribuir para o desenvolvimento intelectual do
aluno, o problema de rotina ndo tem nenhuma. A linha de
demarcacgdo entre estes dois tipos de problemas pode n3o
ser precisa, no entanto, os casos extremos sdo claramente
reconheciveis. O carater conciso deste artigo permite ape-
nas uma curta descri¢do de dois tipos de problemas roti-
neiros: os problemas que exigem simplesmente a aplicagdo
de uma regra bem conhecida, e os problemas que s3o ape-
nas uma simples quest3o de vocabulério.

Um problema pode ser resolvido aplicando mecénica e
diretamente uma regra que o aluno n3o tem qualquer difi-
culdade em encontrar: a regra é colocada debaixo do seu na-
riz pelo professor ou pelo manual. Nao ha nenhuma inven-
¢do, nenhum desafio a sua inteligéncia. Aquilo que possa
extrair de tal problema é apenas uma certa pratica na apli-
cagdo dessa regra, uma simples aplicagdo de conhecimen-
to mecanico.

Uma questdo pode ser formulada para verificar se o alu-
no sabe utilizar corretamente um termo ou um simbolo do
vocabuldrio matemdtico recentemente ensinado; o aluno
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pode responder imediatamente a questdo desde que tenha
entendido a explicagdo do termo ou do simbolo; ndo hd um
lampejo de inveng¢do, nenhum apelo a inteligéncia, é tudo
uma questdo de vocabulario.

Os problemas rotineiros, mesmo os dos dois tipos que
acabo de descrever, podem ser Uteis, mesmo necessérios,
se s3o utilizados no momento certo e na dose apropriada.
Eu protesto é contra o abuso dos problemas rotineiros, cujo
Unico resultado é fazer com os alunos inteligentes ganhem
aversdo a matéria que lhe é apresentada sob a etiqueta de
matemdticas. Os manuais tradicionais sdo duramente criti-
cados nos nossos dias, mas a maior parte das criticas n3o
parecem sublinhar aquilo que, na minha opinido, ¢ o seu
ponto mais fraco: quase todos os seus problemas s3o pro-
blemas rotineiros do primeiro tipo que acabei de descrever.

Quanto aos manuais modernos, tém frequentemente ca-
pitulos inteiros repletos de termos e simbolos novos, que
ndo tém relagdo com a experiéncia e os conhecimentos ma-
tematicos prévios do aluno, e dos quais, por consequéncia,
o aluno n3o pode fazer um uso sério; em consequéncia,
os problemas no fim do capitulo s3o problemas rotineiros
particularmente de nivel pouco elevado, a maior parte de-
les sdo simples questdes de vocabulério.

Parece-me que o mau servico prestado ao aluno é, nos
dois casos, de natureza semelhante. Nao hd muito a esco-
lher entre o tradicional e o moderno se a escolha consiste
entre uma rigidez apertada e muitas palavras sem relagio
com os factos.

N3o irei explicar o que é um problema matematico nao
rotineiro: se nunca resolveu um, se nunca experimentou a
tensdo e o triunfo da descoberta, e se, apds alguns anos
de ensino, ndo observou ainda essa tensdo e esse triunfo
em algum dos seus alunos, entdo procure outra profissdo
e pare de ensinar Matemdtica.

A ESCOLHA DOS PROBLEMAS

A resolugdo de um problema ndo rotineiro pode exigir um verda-
deiro esforgo do aluno; no entanto, ele n3o fard esse esforco
se ndo reconhecer razdes para o fazer, a melhor motivacdo
é o interesse pelo problema. Do mesmo modo, devemos
ter um grande cuidado em escolher problemas interessan-
tes e em torna-los atraentes.

Em primeiro lugar, problema deve ter um sentido e ser
oportuno, do ponto de vista do aluno. Deve ter uma rela-
¢do natural com as coisas que sdo familiares, e deve favore-
cer um resultado compreensivel ao aluno. Se para o aluno
o problema parece sem relagdo com aquilo que lhe é habi-
tual, a afirmacgdo do professor de que serd util mais tarde,
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nao é mais que uma pobre compensagdo. Um professor
que assistiu a uma das minhas conferéncias contou a se-
guinte observagio de um dos seus alunos de quinze anos:
«Até agora, tenho sido capaz de resolver todos os proble-
mas, mas n3o consigo ver nenhuma razdo no mundo para
os resolvers.

N3o apenas a escolha, mas também a apresentacdo do
problema merece a nossa atencdo. Uma boa apresentagao
revela relagdes com as coisas familiares e faz com que o
objetivo do problema seja compreensivel. O principio do
ensino ativo sugere-nos um pequeno truque muito util: o
professor ndo deverd comecar pelo enunciado completo do
problema, mas por sugestdes apropriadas e devera deixar
aos alunos o cuidado de encontrar a formulagao definitiva.

De tempos a tempos, a turma devera trabalhar um pro-
blema mais importante que tenha um contetido rico e pos-
sa servir de porta de entrada para todo um capitulo da Ma-
tematica. A turma deverd trabalhar tal problema de pesquisa
sem pressa, de tal modo, que segundo o principio do ensi-
no ativo, os alunos consigam descobrir (ou sejam condu-
zidos a descobrir) a solugdo, e sejam capazes de explorar
por si proprios algumas consequéncias da solugdo.?

CONDUZIR A DESCOBERTA

A ideia deverd nascer no espirito do aluno e o professor de-
vera agir como parteiro; a metéfora é antiga (deve-se a S6-
crates) mas ndo estd desatualizada. Se considerarmos o de-
senvolvimento da inteligéncia do aluno como a finalidade
principal (ou mais importante) do ensino ao nivel secunda-
rio, e o trabalho do aluno para resolver problemas como o
meio principal (ou mais importante) de atingir esta finali-
dade, entdo a principal (ou mais importante) preocupagio
do professor deve ser conduzir o aluno a descoberta da so-
lugdo por si préprio. A primeira coisa a considerar, quan-
do se trata de ajudar o aluno, é ndo ajudar demais: o aluno
deve fazer o méximo possivel por si mesmo. O professor
deverd evitar uma grande interferéncia no processo natu-
ral do nascimento de uma ideia.

Sem metéforas: ao ajudar o aluno, o professor devera dar
apenas uma ajuda interior, quer dizer, sugestdes que teriam
podido nascer no espirito do préprio aluno, e evitar uma aju-
da exterior, quer dizer dar elementos para a solu¢do que n3o
tenham relagdo com o estado de espirito do aluno.

Afirmo que é importante dar uma ajuda interior, mas
nao digo que tal seja facil. Para fazé-lo com eficécia, isto exi-
ge da parte do professor um bom conhecimento tanto do
problema como do aluno; dito de outro modo, o professor
deve ter experimentado e estar familiarizado com as etapas

da resolucdo de problemas que ocorrem com frequéncia e
naturalmente.

A HEURISTICA

A heuristica é o estudo dos caminhos e dos meios de des-
coberta e de invencido; estuda principalmente, na resolu-
¢3o dos problemas, as etapas que ocorrem com frequéncia
e naturalmente e que tém alguma hipdtese de nos aproxi-
mar da solu¢do. N3o se trata de um tipo de estudo muito
usual; ainda que Descartes e Leibniz tenham meditado nis-
so (o ultimo chamou a heuristica a «arte da invenc¢3o»), o
assunto estava praticamente morto quando surgiu o meu
primeiro artigo relacionado, em 1919.F

Para mais informaces sobre a heuristica (a resolu¢io
de problemas, a arte de adivinhar, . . .) pode consultar-se as
referéncias dadas na nota A. As ideias mais simples da heu-
ristica sdo as mais importantes para o professor que pode-
rd, de qualquer forma, extrai-las da sua prépria experiéncia,
uma vez que decorrem do simples bom senso. (Embora o
bom senso seja bastante pouco comum, como o observou
Descartes.)

Eis alguns conselhos sobre os problemas de todos os
dias, que podem aparecer-vos muito triviais.

Enfrentem o vosso problema se o querem resolver e per-
guntem-se: O que € que eu desejo? E quando estiverem de-
cididos e o vosso objetivo for claro, considerem tudo que
se encontra a vossa disposi¢do, tudo que possam utilizar
para o alcancar, perguntem-se: O que € que eu tenho? Ten-
do passado em revista durante um certo tempo tudo o que
tenham a possibilidade de utilizar, podem voltar a primeira
questdo e desenvolvé-la: O que € que eu quero? Como o pos-
so conseguir? Onde o posso conseguir? Interrogando-se desta
forma, podem aproximar-se da soluc¢do do vosso problema.

E menos trivial observar que os problemas quotidianos
apresentam certas analogias com os problemas matemati-
cos. O professor que tenta dar uma ajuda do interior a um
aluno debrugado sobre um problema matematico, pode uti-
lizar com proveito as questdes precedentes, ou questdes pa-
ralelas expressas em termos matemdticos.

O professor pergunta: Que ¢ que vocés querem? Qual é
a incégnita? Se o objeto da pesquisa, a incdgnita, estd su-
ficientemente claro para o aluno, o professor pode conti-
nuar: Que € que vocés tém, quais sdo os dados, qual é a con-
diggo? Se o aluno der respostas suficientemente claras a
estas questdes, o professor pode voltar a sua quest3o ini-
cial e desenvolvé-la: Que queremos obter? Qual €é a incogni-
ta? Por que meio podem obter o valor desta incégnita? Através
de que dados podem determinar o valor deste tipo de incégni-
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tas? E estas questdes tém muito boas hipéteses de mobili-
zar os conhecimentos apropriados no espirito do aluno e
conduzi-lo mais perto da solug3o.

Estas questdes sdo exemplos de uma heuristica pratica
e de bom senso. O professor deverd utilizé-las em primei-
ro lugar nos casos em que elas sugerem facilmente a ideia
correta ao aluno. Em seguida, podera utilizé-las em casos
cada vez mais numerosos, tdo frequentemente quanto o
possa fazer com discernimento e tato. Com o tempo, o alu-
no poderd compreender o método e aprender a utilizar ele
préprio estas questdes: aprende assim a dirigir a sua aten-
¢do sobre os pontos essenciais, quando se encontra diante de
um problema. Desta maneira, ele terd adquirido o habito
de um pensamento metédico, que é o maior beneficio que
pode tirar das aulas de matematica a generalidade dos alu-
nos, que nunca empregardo a Matematica na sua profissdo.

Reenvio, uma vez mais, o leitor que queira aprofundar es-
tas observacgGes sobre a heuristica as obras citadas na nota A.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

A Lua aqui tao perto...

Os materiais que aqui apresentamos foram construidos a
partir do problema publicado por Paulo Abrantes, num ar-
tigo do nimero dois da Educagdo e Matematica, também
referido noutros textos desta revista temética. A nossa pro-
posta traduz-se na apresentac¢do do problema em duas for-
mulacdes diferentes: uma tarefa mais estruturada para o
final do 1.° ciclo ou para o 2.° ciclo e outra menos estrutu-
rada para o 3.° ciclo e ensino secunddrio. A ideia de apre-
sentar o mesmo problema em ciclos tao diferentes decorre
da transversalidade do seu objetivo principal: compreen-
der o crescimento de uma func@o exponencial de base 2.
Assim formulado, este objetivo parece muito afastado dos
primeiros anos. Mas, na verdade, até as criancas do 1.° ci-
clo podem reparar que a sequéncia 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... rapi-
damente atinge valores muito grandes. A grande diferenca
entre possiveis resolu¢des diz respeito aos conhecimentos
e as ferramentas que os alunos podem mobilizar. Nos ni-
veis mais baixos, as criangas precisam de identificar a se-
quéncia associada ao numero de folhas sobrepostas, o que
favorece o desenvolvimento do pensamento algébrico. Para
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Notas
A1 How to solve it, second edition, Doubleday, 1957
2. Mathematics and plausible reasoning, vol. 1and 2.
Princeton University Press, 1954
3. Mathematical discovery, vol. Tand 2, Wiley, 1962/65
Tradugdes: Alemio: 1, 2, 3; drabe:1; espanhol:1, 2;
francés:1, 2, 3; hebraico:1; hungaro; 1, 3: italiano:1;
japonés:1, 2, 3; polaco:1; romeno: 1, 2; russo:1, 2;
sérvio:1.

1 Cf. 3. (citada na nota A), vol. 2, p. 103.

2 Este é uma primeira referéncia aquilo que Wagenschein
chama exemplarisches Leheren(Ensino por meio de exem-
plos); cf. nota A, 3, vol. 2, p. 123.

3 [NT] Pdlya, G. (1919). Geometrische Darstellung einer
Gedankenkette [Geometrical representation of a chain
of thought]. Schweizerische Pidagosgische Zeitscrift,2,
53-63.
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chegar aos valores exatos das espessuras, terdo de calcular
sistematicamente os dobros (sugerimos que usem o fator
constante da calculadora) e fazer conversées dos valores
obtidos em milimetros, para metros e depois para quiléme-
tros, num contexto em que essas conversdes fazem sentido
e ndo por imposicao do enunciado. No 3.° ciclo e no ensi-
no secundario, os alunos utilizam a édlgebra para apresen-
tar um modelo matemético que se adeque a situag@o, e po-
dem utilizar uma calculadora cientifica, grafica ou uma folha
de cdlculo para determinar a distincia obtida para um nu-
mero qualquer de dobragens. No final do ensino secundé-
rio, o problema podera ser resolvido usando uma equagao
exponencial, tirando partido do conhecimento do concei-
to de logaritmo. Em todos os casos, sugerimos que os alu-
nos sejam confrontados com as suas estimativas iniciais e
os valores obtidos posteriormente, uma vez que essa pro-
vavel disparidade pode constituir um elemento muito rele-
vante na aprendizagem.
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