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Quadrados magicos envolvendo

Pauro AFoNso; Jost FiriPe;, ANA RITA BRANCO

INTRODUGAO

Proporcionar aos alunos tarefas de aprendizagem que evi-
denciem o lado apaixonante da Matematica e que a ajudem
a identificar como ciéncia suscetivel de provocar nos estu-
dantes a vontade de se assumirem como «pequenos» in-
vestigadores matematicos, é algo que qualquer professor

deseja conseguir.

Sentir nos alunos o prazer da descoberta e o sentimento
de vitéria, faz com que qualquer professor fique orgulhoso

do seu desempenho profissional. Desenvolver nos alunos o
sentido investigativo, intuitivo e indagador, é um dos prin-
cipais papéis que se exige ao professor de Matematica des-
tes tempos modernos. Por isso, a conceg¢do de boas tarefas
de aprendizagem é algo que deve merecer a maxima aten-
¢3o nos momentos que os docentes tém para a planificacio
da sua atividade de ensino. Tanto quanto possivel, essas ta-
refas deveriam deixar transparecer a vertente conectiva da
Matematica, em que os conteidos se interligam entre si.
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Figura 1

A TAREFA

A titulo de exemplo, uma dessas possiveis tarefas passa
por se desafiar os alunos a tentarem identificar algo de co-
mum em trés conjuntos numéricos, no sentido de conse-
guirem arranjar fundamento para serem, eles proprios, a
propor o proximo conjunto numérico que dé continuida-
de aos anteriores (figura 1).

PossfvEL EXPLORAGCAO AO NIVEL 0 1.° CICLO,
COM BASE EM PADROES E REGULARIDADES

Sem qualquer tipo de ajuda, seria muito interessante ou-
vir as sugestdes dos alunos do 1.° ciclo do ensino basico,
designadamente as suas justificacdes ou argumentacdes.
Com isso estar-se-ia a promover, certamente, a comunica-
¢3o matematica dos intervenientes.

Nas abordagens que eventualmente surjam, é bem pro-
vavel que, face a analise dos trés conjuntos numéricos apre-
sentados, se proponha o valor 1 para colocar na quadricu-
la central da linha inferior.

Por sua vez, analisando-se os valores das quadriculas
extremas da linha de topo dos trés quadrados, poder-se-a
constatar a seguinte regularidade (2, 3 — quadrado da es-
querda), (3, 4 — quadrado do meio) e (4, 5— quadrado da
direita). Logo, é possivel que sejam propostos para o novo
quadrado os valores 5 e 6.

Se a atengdo recair na linha central e nos respetivos valo-
res extremos, é bem provavel que os alunos identifiquem a
presenca de nimeros quadrados. Assim, na do quadrado da
esquerda tem-se 4 (2 ou 2 x 2) e 9 (3* ou 3 x 3). Ja no qua-
drado do meio existem os seguintes nimeros quadrados;
9 (3?0ou 3 x 3) e 16 (4* ou 4 x 4). Por sua vez, no quadrado da
direita existem os valores 16 (4? ou 4 x 4) e 25 (5% ou 5 x 5).
Logo, se esta regularidade for identificada, é bem provavel
que para o novo quadrado se proponham os seguintes na-
meros quadrados: 25 (5? ou 5 x 5) e 36 (6% ou 6 x 6).

Assim sendo, eis como ja estaria o novo quadrado (ver
figura 2).
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Tentemos, agora, conjeturar acerca de qual serd o valor
central deste novo quadrado. Para tal, voltemos a analisar
os trés quadrados que estdo a servir de base investigativa.
Note-se que, para cada um, o valor central coincide com o
produto dos valores colocados nos extremos da respetiva
linha de topo:

a)6=2x3 b)12=3x4 €)20=4x5

Constata-se, entdo, que cada nimero central é um nime-
ro oblongo, pois resulta do produto de dois nimeros intei-
ros consecutivos. Assim sendo, é desejavel que se avance
para o valor central do novo quadrado o produto de 5 por
6, isto é, o valor 30.

De seguida, o niimero a investigar devera ser o que se
deve colocar na quadricula central da linha do topo. Ora,
atendendo aos trés quadrados iniciais, esse valor coincide
sempre com o quadrado do valor central:

a)36=60u6x6 b) 144 =122 ou 12 x 12
c) 400 = 20% ou 20 x 20

Assim sendo, serd espectavel que o valor dessa posi¢do,
seja o quadrado do respetivo valor central (30), ou seja, 900.
Logo, a figura 3 estard quase terminada.

Restam, pois, dois nimeros para que o novo quadrado
fique completo. Centremo-nos na quadricula respeitante ao
canto inferior esquerdo dos trés quadrados dados. Certa-
mente que serd facil observar-se que, em cada, o valor pre-
sente nessa posicio relaciona-se sempre com o respetivo
valor central. No primeiro caso é o dobro, no quadrado do
meio é o triplo e no quadrado da direita é o quadruplo. De
facto:

a)12=2x6  b)36=3x12 ) 80=4x20

Logo, é expectavel que se proponha o quintuplo do valor cen-
tral para o caso do novo quadrado. Assim, 5 x 30 = 150.
Resta, pois o valor do canto inferior direito. Ora, fazen-
do uma andlise semelhante a que se acabou de fazer, cons-
tata-se que no caso do quadrado da esquerda o valor des-
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sa posicdo é o triplo do valor central (18 = 3 x 6). Por sua
vez, no caso do quadrado do meio, o valor dessa posicao
é o quadruplo do valor central (48 = 4 x 12). Por tltimo, o
valor dessa posi¢do no quadrado da direita é o quintuplo
do valor central (100 = 5 x 20). Logo, no caso do novo qua-
drado, sera de prever que se proponha o séxtuplo do valor
central, isto é o valor 180, pois 180 = 6 x 30.

Outra abordagem possivel para se descobrirem estes ni-
meros extremos da linha inferior passaria por se constatar
nos trés quadrados iniciais que: (a) relativamente a cada va-
lor do canto inferior esquerdo, este obtém-se multiplican-
do o valor do canto superior esquerdo pelo valor central;
(b) cada valor do canto inferior direito resulta do produto
do valor do canto superior direito pelo valor central.

Eis como fica a resposta ao desafio inicialmente coloca-
do (figura 4).

POSSIVEL EXPLORAGAO AO NIVEL
DO 2.° CICLO, COM BASE NA POTENCIAGAO
E NA DIVISIBILIDADE DO NUMERO

Ao nivel do 2.° ciclo do ensino basico é bem possivel que
os alunos avancem com outros tipos de abordagem ao de-
safio colocado.

Sera expectivel que alguém constate que na figura da
esquerda existe esta curiosidade matematica: (2 x 3) x 36 =
= (1x 6) x 36 =216. Ora, isso podera levar os alunos a intuir
se os outros produtos também serdo este valor. Vejamos:

Ix6x4=216
12x1x18=216
2x9x12=216
3x4x18=216
2x6x18=216
3x6x12=216.

Confirmar-se-ia, pois, que esta figura é um quadrado magico
de produto 216. Por sua vez, o quadrado do meio também
apresenta a seguinte curiosidade numérica: (3 x 4) x 144 =

®

=(1x12) x 144 =1728. Uma vez mais, esta constatacao po-
derd levar os alunos a estimar sempre o produto 1728 para
as restantes multiplica¢des do quadrado. Vejamos:

16 x12x9=1728
36 x 1 x48=1728
3x16x36=1728
4x9x48=1728
3x12x48=1728
4x12x36=1728

Confirmar-se-ia, pois, que se trata de um novo quadrado
magico, mas de produto 1728.

Por analogia com estes dois quadrados anteriores, tam-
bém o quadrado da direita evidencia ser um quadrado ma-
gico, com produto magico 8000. Vejamos:

4 x5 x 400 = 8000
1 x 20 x 400 = 8000
25 x 20 x 16 = 8000
80 x 1 x 100 = 8000
4 x 25 x 80 = 8000
5 x 16 x 100 = 8000
4 x 20 x 100 = 8000
5 x 20 x 80 = 8000

Confirma-se a conjetura de que este quadrado da direita
também é um quadrado de produto magico, que designa-
remos por quadrado magico multiplicativo.

Os produtos magicos obtidos sio, pois, 0 216, 0 1728 e
0 8000. Ora estes trés valores terdo certamente uma rela-
¢do entre si. E, de facto, tém, pois a coluna central de cada
quadrado permite que se conclua que se tratam de name-
ros cibicos. Vejamos:

1x6%x36=6"%6!x62=0"
1x12%x24=12"%x12'x122=12°
1 %20 x 400 =20°x 20" x 20> = 20°

Ora, esta constatag¢do leva a que seja facil propor-se o proxi-
mo numero cibico para se associar ao quadrado em branco.
Para tal, basta analisarem-se os valores das bases de cada
poténcia assinalada nos trés quadrados dados e ver que vdo
crescendo segundo um padrio ou regularidade: 6 + 6=12 ¢
12 + 8 =20. Logo, a seguir seria 20 + 10 = 30. Isto faria com
que o produto mégico do quadrado em branco fosse o cubo
desse valor, isto é: 30% ou seja, 27000.

Restaria, agora, descobrir os valores das quadriculas dos
quadrados conhecendo-se apenas o valor central (30), o va-
lor acima dele (900) e o valor abaixo dele (1), isto é, para ja
estariam descobertos os trés valores da coluna central.
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Para se avancar com esta proposta de resolucio, seria
interessante perceber-se que os seis valores que faltam des-
cobrir sdo, todos eles, divisores do valor 27000.

Assim, serd util decompor-se o 27000 em fatores pri-
mos, para que a partir dai se identifiquem todos os diviso-
res daquele niimero. Vejamos:

27000
13500
6750
3375
1125
375
125
25

Ul U1 U1 W W Ww N NN

Assim, 27000 = 2° x 3% x 5. Logo, tendo em conta cada ex-
poente de cada poténcia, o conjunto dos divisores deste na-
mero é formado por 64 elementos, pois (3 + 1) x (3 + 1) x
X (3 + 1) =4 x 4 x 4 = 64. Destes, serdo utilizados os seguin-
tes divisores para completar a figura do desafio: 5, 6, 25, 36,
160 e 180. Logo, a figura 5 fica concluida.

Note-se que na linha de topo era necessario usar os di-
visores 5 e 6 para que o seu produto se equivalesse ao valor
30 que existe na coluna central. Logo, em ambos os casos
estar-se-ia na presenca do valor 27000, pois 5 x 6 x 900 =
=1x30x 900 = 27000.

Por sua vez, na linha central necessitar-se-iam dos di-
visores 25 e 36, pois o seu produto é 900, que a multiplicar
por 30 também originaria o valor 27000.
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Ja na linha de baixo, os divisores necessarios seriam o
150 e o0 180, pois o seu produto é 27000, que a multiplicar
pelo 1, mantém esse valor.

REFLEXAO

Esta tarefa evidencia, pois, possuir multiplas potencialidades
para incutir nos resolvedores o gosto pela matematica.

Como sintese final, seria interessante que os alunos
pudessem concluir que também existe uma regularidade
nos produtos magicos em termos da potencia¢do utilizada,
pois, como se observou atras, trata-se sempre de nimeros
cubicos:

216=2*%x3=6°
1278 =3*x4*=12°
8000 = 4° x 5° = 20°

Por isso, confirma-se que o proximo produto magico deve-
ria resultar de 5% x 63, isto é 30%, ou seja, o valor 27000.

EXTENSAO

Qual a veracidade das seguintes conjeturas?

A — Um quadrado magico multiplicativo com a configu-
ra¢do (ordem 3) dos que foram abordados, tem sem-
pre como ntimero central um ntmero oblongo.

B — Com qualquer ntimero ctbico é possivel formar
um quadrado magico multiplicativo de ordem 3.

Pauro Aronso
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