O conceitodefuncaonocurriculo

Neste artigo
apresentam-se alguns
dos aspectos mais
salientes da histéria e
da natureza do
conceito de fungdo,
bem como das suas
ligacdes com as
outras ciéncias e da
sua utiliza¢ao para o
estudo de situagdes
da realidade. O
problema do seu
enquadramento
did4ctico é
equacionado em
termos da natureza e
generalidade do
conceito, das suas
formas de
representacdo e do
tipo de actividades a
desenvolver pelos
alunos, discutindo-se
ainda as implicagdes
derivadas da
moderna tecnologia.
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Diversos ramos da Matematica li-
dam directa ou indirectamente com
fungdes: na Andlise Infinitesimal con-
sideram-se fun¢des de uma, duas, trés ou
n varidveis, estudando-se as suas pro-
priedades bem como as das suas deri-
vadas; nas teorias de equagoes diferen-
ciais e integrais procura-se resolver
equagdes cujas solugdes sao fungdes; na
Andlise Funcional trabalha-se com es-
pagos cujos objectos sdo fungdes; na
Andlise Numérica cstudam-se os proces-
sos de controlar os erros na avaliagio de
fungdes dos mais diversos tipos, etc. Ou-
trosramos da Matemadtica tratam de perto
com conceitos que constituem generali-
zagoes desta nogdo. Assim, na Algebra
consideram-se operagoes e relagdes, na
Ldgicaestudam-scas fungdesrecursivas.,

A origem da nocéo de funcéo

O conceito de fungfo € justamente
considerado um dos mais importantes de
toda a Matematica. O ponto, arccta e 0
plano eram os clementos de base da
Geometria Euclideana, a teoria domi-
nante desde o tempo dos Gregos até a
Idade Modema. As nogdes de fungdo e
derivada constituem a partir de entiio o
fundamento do Célculo Infinitesimal, a
nova tcoria que acabou por se revelar
capital no desenvolvimento da
Matemadtica contemporanea.

Nio se trata portanto de uma nogio
muito antiga. E verdade que aspectos
muito simples deste conceito podem ser
encontrados em épocas anteriores (eles
jd estdo presentes, por exemplo, na mais
elementar operagio de contagem). E
também um facto que alguns percursores
se aproximaram da sua formulag¢do mo-
derna. Mas o scu surgimento como con-
ceito claramente individualizado e como
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objecto de estudo corrente em
Matemadtica remonta apenas aos finais
do Século XVIL.

A origem da nogdo de fungio con-
funde-se assim com os primdrdios do
Calculo Infinitesimal. Elasurgiade forma
um tanto confusa nos “fluentes” e
“fluxdes” de Newton (1642-1727). Este
autor também usou os termos “relata
quantitas” para designar varidvel de-
pendente ¢ “genita” para designar uma
quantidade obtida a partir de outras por
intermédio das quatrooperagdes aritméti-
cas fundamentais.

Foi Leibniz (1646-1716) quem pri-
meiro usou o termo “fungfio” (em 1673),
mas ainda apenas para designar, em ter-
mos muito gerais, a dependéncia duma
curva de quantidades geométricas como
assubtangentes e subnormais. Introduziu
igualmente a terminologia de “cons-
tante”, “varidvel” ¢ “parametro”.

Com o desenvolvimento do estudo
de curvas por meios algébricos, tomou-
-se indispensdvel um termo para repre-
sentar quantidades dependentes de
alguma varidavel por meio duma ex-
pressdo analitica. Com esse propésito, a
palavra “fun¢do” foi adoptada na corres-
pondéncia trocada entre 1694 e 1698 por
Leibniz e Jodo Bernoulli (1667-1748).

Otermo “fungdo” ndo apareciaainda
num léxicomatematico surgidoem 1716.
Mas dois anos mais tarde Jodo Bernoulli
publicouum artigo, que viriaa ter grande
divulgacio, contendo a sua defini¢io de
fungfio de uma certa varidvel como uma
quantidade que € composta de qualquer
forma dessa varidvel ¢ constantes. Um
retoque final nesta defini¢fo viria a ser
dado em 1748 por Euler (1707-1783) —
um antigo aluno de Bernoulli — substi-
tuindo o termo ‘“‘quantidade” por “ex-
pressdo analitica”.
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A nogdo de fung@o era assim identi-
ficada na prética com a de expressdo
analitica, situa¢do que haveria de vigorar
pelos Séculos XVIII e XIX, apesar de
cedo se perceber que conduziaadiversas
incocréncias e limitagdes (de facto, uma
mesma fungio pode ser representada por
diversas expressdes analiticas diferen-
tes!).

Esta nogdo, associada as nogoes de
continuidade e de desenvolvimento em
série, conheceu sucessivas ampliagdes e
clarificagGes, que lhe alteraram profun-
damente a sua naturcza e significado.

Um dos momentos mais marcantcs
desta evolugdo resultou dos trabalhos de
Fouricr (1768-1830), que s¢ ocupava
dos problemas da condugao do calor nos
objcctos materiais, considerando a tem-
peratura de um corpo como uma fungéo
de duas varidveis, o tempo ¢ 0 espago.
Fourier conjecturou a certa altura que
para qualquer fungo seria possivel obter
um desenvolvimento em série trigono-
métrica, num intervalo apropriado, mas
ndo deu uma prova matematica dessa
afirmagdo. O problema viria a ser
retomado por Dirichlet (1805-1859), que
formulou as condig¢des suficientes para
representabilidade dumafungdo poruma
série de Fouricr. Dirichlet separou entiio
o conceito de fungdo da sua represen-
tagdo analitica, formulando-o ¢m termos
de correspondéncia arbitréria entre con-
juntos numéricos (em 1837). Uma fungdo
seriasimplesmente umacorrespondéncia
entre duas varidveis, tal que a todo o
valor da varidvel independente se asso-
cia um e um s6 valor da varidvel de-
pendente.

Finalmente, com o desenvolvimento
da teoria dos conjuntos, iniciada por
Cantor (1845-1918), a nogdo de fungdo
acabaria por ser estendida ja no Século
XX de forma a incluir tudo o que fosscm
correspondéncias arbitrérias entre quais-
quer conjuntos, numéricos ou nao.

Trata-se de uma evolugio que ainda
ndo parou. Da nogdo de correpondéncia
passou-se a nogao de relagdo. Um paren-
te proximo da ideia de fungdo constitui
um conceito primitivo da Teoria das
Categorias. Na Teoria da Computabili-
dade (por exemplo, no Cilculo-A), en-
cara-se uma fun¢@o ja nio como uma

relagdo mas como uma regra de célculo.

Comegando por designar corres-
pondéncias entre objectos de natureza
geométrica, a idcia de fungdo impOs-se
através da sua associagdo ao estudo das
expressoes analiticas, ideia que se viria a
revelar extremamente fecunda (e que
continua na pritica a impregnar a nossa
linguagem actual). Ao indicar o papel
histérico da fase em que a nogiio de
fungdoesteve na praticaconfundidacom

a de expressdo analitica, 0 matemaético
soviético Youschkevitch (1976) comen-
tou:

“Foi 0 método analitico de introduzir
fungées que revolucionou a
Matemaética e, por causa da sua ex-
traordindria eficiéncia, reservou um
lugar central para a nogdo de fungio
em todas as ciéncias exactas.”

y=sen(t+1) e de y=sen(t+2).

Ja existem vdrios programas de computador que permitem sobrepor graficos de
duas oumais fungdes, o que facilita, por exemplo, o estudo da influéncia dos varios parame-
tros numa familia de fungdes. Os gréficos desta figura representam fungdes da familia
y=asen(wt+b). Em A) podem ver-se os graficos de y=sen(t), y=2sen(t) e y=3sen(t), em B)
os de y=sen(t), y=sen(2t) e y=sen(3t), e em C) representdmos os grificos de y=sen(t),
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A nocgédo de fungéo e a realidade
fisica

A nogio de fungdo ndo apareccu por
acaso na Matemdtica. Ela surgiu, como
tdo bem mostrou Bento Caraga (1951),
como o instrumento matemdtico indis-
pensivel para o estudo quantitativo dos
fenémenos naturais, iniciado por Galileu
(1564-1642) ¢ Kepler (1571-1630). O
seu descnvolvimento apoiou-s¢ nas
possibilidades expressivas proporciona-
das pela criagdo da moderna notagio
algébricapor Viete (1540-1603), ¢, muito
em especial, da Geometria Analitica, por
Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-
-1665).

Reagindo as tradigdes verbalistas e
redundantes da escoldstica medieval,
Galileu sublinhava ser a Matemadtica a

‘linguagem apropriada para estudar a
natureza. Era preciso medir grandezas,
identificar regularidades ¢ obterrelagoes
que tivessem tanto quanto possivel uma
descrigdo matemaética simples. O estudo
do movimento da queda dos graves, do
movimento dos planetas, e em geral, dos
movimentos curvilineos, conduziram 2
necessidade de considerar as fungdes de
proporcionalidadedirectacinversa, bem
como as fungdes polinomiais (incluindo
as conicas) e as trigonométricas.

A Matcmatica ¢ a Fisica estavam
nesta altura estrcitamente ligadas entre
si. Um dos maiores matemdticos de to-
dos os tempos, Newton, seria simulta-
necamente um fisico proeminente. Mui-
10s outros matematicos como Bernoulli,
Euler, Lagrange, Fourier manifestaram
igualmente grande interesse por proble-
mas de ordem fisica.

As fungdes sdo instrumentos por
exceléncia para estudar problemas de
varia¢do. Uma dada grandeza pode vari-
ar no tempo, variar no espago, variar
segundo outras grandezas, € mesmo
variar simultaneamente em diversas
dimensdes. Essa variagio pode ser mais
rdpida ou mais lenta, pode desaparecer
de todo, pode, em suma, obedecer as
mais diversas leis ou constrangimentos.

Por exemplo, uma das descobertas
mais extraordinirias de Newton, é que a
Ici de movimento de um corpo (em no-
tagdo moderna, dada pela fungdo e(t) —

0 espago variando com o tempo) ndo tem
umarelagao directacom a forga aplicada
nesse corpo. Essa relagdo também ndo
existe para a lei da velocidade (dada por
v(t), em que v é a fungéo derivada de e,
de/dt). Mas, no entanto, tal relagio e-
xiste para a aceleragiio do corpo (dada
por a(t), a fun¢io scgunda derivada, dv/
dt), e é expressa por uma lei extrema-
mente simples: f=mal!

A nogfo de fungio estd assim asso-
ciada na sua origem a nogdo de lei natu-
ral. A idciade “regularidade” eraum dos
seus elementos constitutivos mais deter-
minante.

Na verdade, podemos considerar trés
elementos essenciais na formagio do
primitivo conceito de fungdo:

(a) anotagdo algébrica, portadora de
importantes factores comoasimplicidade
e o rigor, permitindo a manipulagio de
expressoes analiticas condensando uma
grande quantidade de informagio;

(b) a representagdo gecométrica, pro-
porcionando uma basc intuitiva funda-
mental (de que é exemplo a associagio
das nogdes de tangente a uma curva ¢ de
derivada duma fungio);

(c) a ligagcdo com os problemas con-
cretos do mundo fisico, associada a ideia
de regularidade, que forneceu a moti-
vagdo e o impulso fundamental do es-
tudo.

O conccito de fungfio acabaria por
seguir uma evolugdo prépria, afastando-
-s¢ destes trés elementos. Comegaram a
considerar-se fun¢des as quais niio cor-
responde qualquer expressdo analitica,
que nio sdo susceptiveis de represen-
tagdo gecométrica simples, e que ndo t&€m
qualquer relagio com problemas concre-
tos do mundo fisico.

Essa evolugdio viveu 0s seus mo-
mentos de dramatismo — recordemos o
horror provocado pelas “fungdes-mons-
tros”, como as fung¢des continuas sem
derivada em nenhum ponto, que pare-
ciam ndo ter outro propdsito sendo rou-
bar aos matemdticos a confianga nos
seusraciocinios. Tal evolugio teve como
pano de fundo a procura de coeréncia e
generalidade, mas ndo deixou de estar
fortemente associada ao estudo de
questoes matemadticas significativas e
interessantes.

A noc¢éo de funcgdo e os novos
desenvolvimentos da
Matematica

A Matematica hoje em dia ja ndo estd
vinculada de forma tao exclusiva como
no passado as ciéncias fisicas. Ela viu
desdobrarem-se os seus dominios de
aplicacdio, servindo igualmente de ins-
trumento para o estudo de fendmenos ¢
situagdes das ciéncias da vida, das
ciéncias humanas e sociais, da gestio, da
comunicagio, daengenhariaedatecnolo-
gia, constituindo um meio de descrigao,
explicagdo, previsio e controlo.

Estaaplicagdoda Matemdticaas drcas
mais diversas € feita essencialmente
através da nogdo de modelo. Um modelo
malemdtico constitui uma representacio
duma dada situagdo, através de objectos,
relagdes e estruturas com que se procura
descrever os clementos considerados
fundamentais dessa situagdo, a0 mesmo
tempo que se ignoram dclibcradamente
os clementos tidos como sccundérios.
Um modelo matemdtico pode ter diver-
sas formas, mas usualmente é consti-
tuido por varidveis, relagdes entre essas
varidveis, e as respectivas taxas de va-
riacdo.

O processo de construgio de um
modelo matemdtico envolve diversas
elapas, podendo ser necessdrios varios
ciclos de aperfeicoamento sucessivo até
se obter uma descrigdo satifatéria da
situagiio em causa. De acordo com Niss
(1987), as scguintes actividades consti-
tuem parte integrante deste processo: (a)
identificar os elementos da situagdo que
se pretende estudar; (b) selecionar os
objectos, relagdes, etc., relevantes para
este fim; (¢) idealizi-los de forma apro-
priada para uma rcpresentagdo
matematica; (d) escolher um universo
matcmalico para servir de base ao mo-
delo; (e) efectuar uma translagdo da si-
tuacdo para este universo; (f) estabelecer
relagbes matematicas entre os objectos
traduzidos, acompanhados por hipdteses
¢ propricdades; (g) usar métodos
matemdticos para obter novos resultados
¢ conclusdes relativos ao modelo; (h)
interpretar estes resultados e conclusdes
no quadro dasituagdo original; (i) avaliar
o modelo confrontando-o com a reali-
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dade (com dados observados ou previs-
tos), comparando-o com outros modelos
e/ou relacionando-o com conhecimen-
tos tedricos; e (j) construindo, se ne-
cessario, um modelo novo ou modifi-
cado.

Entre os modelos matematicos mais
frequentescontam-se os sistemas dindmi-
cos. Nestes, as varidveis fundamentais
que indicam o estado do sistema repre-
sentam quantidades que podem aumen-
tar ou diminuir (“acumulagdes”), tais
como a distdncia a origem, a massa, a
energiacinética, o volume de um liquido,
o mimero de organismos vivos, etc.
Equagdes envolvendo as taxas de va-
riagdo destas quantidades regem a sua
mudanga no tempo.

Mas os modelos podem ser de outros
tipos. Nos modelos de distribui¢do es-
pacial estuda-se como diversos objectos
ou quantidades se posicionam e movem
no espago. Nos modelos probabilisticos
discretos temos uma série de aconteci-
mentos ocorrendo no tempo, de acordo
com determinadas fungdes de probabili-
dade. Em qualquer dos casos é sempre de
grande interesse estudar os efeitos dos
diversos parametros que influem na si-
tuago, o que se faz de forma tanto mais
eficiente quanto mais préximo se estd de
estabelecer uma relagdo funcional entre
cada um deles e as varidveis fundamen-
tais do modelo.

A nogdo de fungdio € por isso de
importancia central na concepgio € no
estudo de modelos, qualquer que seja a
sua natureza, continuando por isso a ser
uma nogAo-chave na Matemadtica actual.

As fungbes no curriculo de
Matematica

J4 no inicio do Século XX, Felix
Klein (1908-1945) argumentava que a
nog¢#o de fungio devia estar presente em
todo o ensino da Matematica, a nivel
secunddrio. No entanto, e apesar da sua
importincia nunca ter sido posta em
causa, as fungdes tém tido por vezes um
lugar subordinadoe modesto nos curricu-
los de Matemitica.

O papel curricular do conceito de
fungio pode ser visto tendo em conta trés
aspectos essenciais: (a) a natureza mais

algébrica ou mais funcional da abor-
dagem, (b) a generalidade do conceito, e
(c) a sua aplicagdo a problemas e si-
tuacdes da vida real e de outras ciéncias.

De facto, hd duas formas distintas de
conceber o estudo da dlgebra elementar.
Numa, a prioridade € dada as equagdes e
expressodes designatdrias. Noutra, a pri-
oridade ¢ dada a nog#o de fun¢do e a sua
representacdo grafica. Aparentemente,
poucodivergem. Através de ambas se dd
praticamente a mesma matéria. Mas a
verdade ¢ que se tratam de caminhos
muito distintos, privilegiando o primeiro
os aspectos simbélicos e formais e o
segundo os aspectos intuitivos e relacio-
nais.

Outra questdo importante tem a ver
com a maior ou menor generalidade da
defini¢do que se adopta e, muito espe-
cialmente, com que se trabalha (na ver-
dade, estas nem sempre coincidem!).
Privilegiam-se as fungdes numéricas ou
procura-se fazer uma abordagem em
termos mais gerais, envolvendo corres-
pondéncias entre elementos dos mais
diversos conjuntos?

Em Portugal, ndo se chegou a cair
nos exageros cometidos noutros paises,
nomeadamente no periodo da chamada
“Matemdtica Moderna”. Houve bom
senso suficiente para nunca se adoptar
defini¢gdes no estilo bourbakista “uma
fung¢fio é um conjunto de pares ordena-
dos”. O estudo das proporcionalidades
directa e inversa manteve-se sempre nos
programas, bem como o das fungdes
quadriticas e trigonométricas.

Mas se entre nds as orientagdes segui-
das se podem caracterizar pela mo-
deragdo, o certo € que se tém inclinado
sempre mais para a consideragdo do
aspectoalgébricoe aprocuradumaampla
generalidade. Saodissoexemploaforma
insistente como se¢ valorizam nogdes
como injectividade e sobrejectividade, e
a importincia que se dd a temas como a
composigao de fungdes, cujo tratamento,
a mingua de aplicagdes interessantes, se
torna profundamente magador. Trata-se
de nogdes sem divida importantes, mas
introduzidas duma forma prematura e
imprépria, sem se ler em conta se 0s
alunos estdo ou ndo em condigdes de
delas poderem tirar o desejvel proveito.

A preocupagdo em introduzir muita
terminologia abstracta, que nunca chega
a ser usada de forma significativa, € uma
tentagdo frequente dos programas, nao
s6 portugueses mas também de outros
paises. Eventualmente ela satisfaz o
sentido estético dos scus autores, que
mostram assim saber bastante
Matemdtica. Mas, se essa terminologia
ndo constitui uma ferramenta pratica para
lidar com situagGes interessantes —
exteriores ou interiores & Matemaética —
ela constitiu um vocabuldrio que mera-
mente se memoriza sem sc compreender
nem valorizar.

Num aspecto a tradigdo portuguesa
no ensino das fungdes tem sido particu-
larmente pobre: na dificuldade em dar
um lugar de relevo a ligagdo da
Matemidtica com a realidade. Tem pre-
valecido a ideia de que nesta disciplina o
que € preciso € que os alunos aprendam
astécnicas e os algoritmos, ficando a sua
aplicagdo as diversas situagdes exclu-
sivamente a seu cargo ou, quando muito,
ao cuidado dos professores das outras
matérias.

De nada serviu o esforgo de José
Sebastidio e Silva (1964a, 1964b), que
nos seus “textos piloto” e “guias” discu-
tia em profundidade numerosos exem-
plos e salientava aimportincia didédctica
das aplicagdes. As suas recomendagdes
ndo foram minimamente tidas em conta
nos programas posteriores. O reconheci-
mento de que a capacidade dos alunos
aplicarem os conceitos adquiridos ¢ tdo
ou mais dificil de adquirir quanto os
préprios conceitos, ¢ que os dois proces-
sos devem seguir a par e passo, leva a
concluir que estamos perante um dos
aspectos mais negativos das nossas ori-
entagdes curriculares.

E possivel introduzir aideiade fungo
como relagdo bindria logo na Escola
Primdria. Isto tem sido tentado duma
variedade de maneiras. Uma delas, é
através de diagramas sagitais. Os con-
juntos em causa raramente excedem os
trés ou quatro elementos. O que é preciso
saber € que de cada elemento do dominio
sai uma e uma unica seta. Outra, é a
conhecida ideia da “mdquina de trans-
formacdo”: um objecto € introduzido por
um lado, originando que algo saia pelo
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extremo oposto. Em qualquer das for-
mas ndo é dificil de apresentar as op-
eragOes aritméticas usuais nos nimeros
inteiros € a sua composi¢do. Podem-se
calcular imagens de ndimeros dados,
nimeros que tém dadas imagens, e até
procurar adivinhar as regras de transfor-
magao. Mas estas classes de fungdes ndo
possuem quaisquer aplica¢Ges significa-
tivas nem propriedades interessantes.
Trata-se apenas de versdes fortemente
trivializadas de um conceito matematico.

O problema da trivializag¢@o ndo tem
solugdo facil. Ele tem de ser enfrentado
qualquer que seja a abordagem. E um
problema muito sério porque fornece
aos alunos uma imagem distorcida da
Matemadtica. No passado traduzia-se por
proporcionar um contacto limitadoauma
classe muito restrita das fungdes: as
algébricas e as transcendentes, um
pequeno subconjunto das fungdes
continuas. De facto, na sua maioria tra-
tava-se mesmo de fungdes analiticas,
embora isso ndo chegasse a ser explo-
rado.

Enquanto na abordagem algébrica a
principal restrigio tem a ver com a
natureza do dominio (que € discreto,
finito, e normalmente se restringe a um
pequeno nimero de elementos), classi-
camente ela dizia respeito a natureza da
relagdo funcional. Mas a organizagio
classica correspondia a um melhor
compromisso entre a generalidade e a
simplifica¢do. Permitia seguir um
processo de generalizagGes sucessivas,
ao contrdrio da abordagem algébrica,
cujo unico mérito ¢ fornecer desde o
principio um quadro muito geral donde
podemos partir paraconceitos maisrestri-
tos por um processo de sucessivas par-
ticularizagdes. E, o que é fundamental, é
mais fécil encontrar aplicagGes e fazer
um estudo conduzindo a propriedades
interessantes para as fungdes numéricas
classicas do que para as relagdes bindrias
com uma condi¢do de univocidade.

J4 14 vai o tempo em que o objectivo
dltimo de qualquer programa inovador
em Matemadtica era introduzir os con-
ceitos mais abstractos tdo cedo quanto
possivel, de preferéncia logo no Ensino
Primdrio. Hoje, parece ser cada vez mais
aceite que a nogdo de fungdo deve serin-
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Elipse definida pela equagdo 4X -6xy+3y -x-9=0_ A representagio grafica
foi obtida pelo processo indicado na pdg. 8, e utilizando o programa Mathematica.

troduzida, como conceito com identi-
dade prépria, no 7° ou no 8° ano de
escolaridade, ou seja, no 32 Ciclo do
EnsinoBasico (ver, porexemplo, NCTM,
1989). A forma mais natural para o fazer
sera provavelmente a propdsito do es-
tudo da proporcionalidade.

Mas muitos alunos chegam a este
nivel de escolaridade ainda com muitas
dificuldades no raciocinio abstracto.
Lidar com expressdes algébricas e mesmo
com graficos cartesianos nao constitui
para a maioria tarefa facil. O ensino das
fungdes devera por isso atender a neces-
sidade de articular de forma permanente
as trés formas de representacio conhe-
cidas dos alunos: o numérico, o gréfico,
o algébrico.

Construir tabelas, calcular valores
numéricos, desenvolver um sentido do
quantitativo, adquirir sensibilidade para
0 que sdo aproximagdes aceitiveis e
inaceitdveis, sdo aspectos importantes
da competéncia matematica que s6 po-
dem serdesenvolvidos se se lidar corren-
temente ¢ com desembaragco com
nimeros concretos (se possivel, pro-
venientes de contextos da vida real).

A interpretacdo de aspectos com-
plexos dos graficos deve ter igualmente
um lugar bem estabelecido no curriculo
de Matematica. Ideias relacionadas com
a variagdo (crescimento, decrescimento,
constancia, maximo, minimo), € com a
variagdo na variac¢do (varia¢do rapida e

lenta, taxa de variagdo, regularidade,
continuidade), sdo melhor apreendidas a
partir de representagdes graficas. Os
estudantes devem ser capazes de usar
estes conceitos para fazer predigdes,
interpolar ¢ extrapolar. Sobrepondo
graficos,devem ser capazes de relacionar
diversas fungdes. Devem igualmente
saber construir linhas de regressdao que
aproximem relagdes entre dados obtidos
empiricamente e ter uma intuigfio para o
graude associagdo entreas duas variaveis.

O trabalho com expressdes analiticas
continua naturalmente a ser importante.
Mas mais do que manejar correctamente
longas eintrincadas expressdes, € funda-
mental que os alunos compreendam o
seu significado em relagdo a casos con-
cretos. As férmulas da Geometria, da
Fisica, da Quimica, e das outras ciéncias
devem ser tomadas correntemente como
exemplos e exploradas nos seus diversos
significados.

O estudo analitico das fung¢des nio
devera por isso ser posto de parte. Mas,
em vez de se bastar a si proprio, ele deve
pelo contrdrio surgir com base em acti-
vidades sistematicamente feitas a partir
das representa¢des numérica e gréafica.
Trata-se de reforgar o desenvolvimento
dos aspectos intuitivos na fase inicial do
trabalho, reservando as aspectos de for-
malizagdo para a segunda fase.

A nogdo de fung¢fo, uma vez intro-
duzida, devera passar a aparecer cicli-
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camente no curriculo, tratada de modo a
permitir um progressivo enriquecimento
e aprofundamento do conceito. Numa
primeira abordagem serd de considerar o
estudo das fungdes lineares e quadrati-
cas, tratando-se de seguida outros casos,
do mais simples para 0 mais complexo:
proporcionalidade inversa, fungdes em
escada, fungdes polinomiais, fungdes
racionais, fungées dadas por expressoes
envolvendo radicais... Serdo também de
considerar fun¢des de dominio discreto,
em especial as sucessdes geométricas €
as definidas por recorréncia. Um tra-
tamento desenvolvido deverdo
igualmente ter, na devida altura, as
fungdes trigonométricas, a exponencial
e a logaritmica.

Oestudonumérico, graficoe analitico
deveri estender-se a familias de fungdes,
como

y=asen (wt +b)
e
y=aexp (wt+b)

Diversos instrumentos proporciona-
dos pela moderna tecnologia podem ter
um papel de grande alcance no estudo
das fungdes, em ‘especial, as calcula-
doras grificas e os computadores que
disponham de programas apropriados —
tragadores de graficos ou folhas de cdlculo
electrénicas. A tecnologia pode ajudar
os estudantes a desenvolver uma acti-
vidade matematica mais profunda, facili-
tando a generalizagdo, dando-lhes poder
para resolver problemas dificeis, e for-
necendo ligagdes concretas entre
dominios tdo diversos como a Geome-
tria, a Algebra, a Estatistica, as situagdes
reais e os modelos matemaéticos asso-
ciados.

Como referem Demana e Waits
(1990), a tecnologia tem o potencial
necessdrio para nos levar a mudar a
maneira como trabalhamos. Estes au-
tores sugerem também que as represen-
tagoes graficas feitas em computador ou
na calculadora podem encorajar a
manipulagfo algébrica. Raizes e factores
de polinémios podem ser estimados a
partir de um gréfico e confirmados por
processos analiticos. Treino na manipu-
lagdo algébrica pode ser conseguido de
forma perfeitamente natural através de
interessantes actividades de represen-
tacdo graficaem computador. Por exem-

plo, no estudo de fung¢des racionais, a
mudanga expedita de escalas, levando a
uma visdo duma 4rea muito maior do
plano XY (“zoom-out™), pode ser utili-
zada para testar o comportamento de
casos extremos, quando x| se tornamuito
grande, e os resultados desta exploragio
grifica podem ser confirmados alge-
bricamente usando a divisdo usual de
polinémios. Por outro lado, uma mu-
danga de escalas em sentido oposto
(“zoom-in”), pode servir para estudar o
que se passa na vizinhanga de pontos
particularmente importantes: zeros,
pontos de descontinuidade, de inflex3o,
etc. Graficos das cénicas podem ser
obtidos usando a férmula quadrética,

2 2
Ax +Bxy+Cy +Dx+Ey+F=0

resolvendo em ordem a y, e represen-
tando depois as duas equagdes resultan-
tes. Por exemplo, para

3 2
4x -6xy+3y -x-9=0
temos:

2 2
y__6x+'\/36x -12(4x -x-9)
6

ou

2 2
_6x-\/36x -12(4x -x-9)
6

¥

Conclusédo

As fungoes estudadas na Andlise
Infinitesimal e usadas nas aplicagGes
retém no fundamental a ideia de de-
pendéncia entre varidveis. As considera-
das na Algebra tém como ideia central a
no¢ido de relagdo. As estudadas nas
Ciéncias da Computagio valorizam os
aspectos algoritmicos.

O conceito de fun¢do numérica asso-
cia duma forma natural trés aspectos
fundamentais da Matemadtica: (a) as
representagdes analiticas, uma vez que
entre as fungdes mais interessantes pelas
suas propriedades se contam as que s3o
dadas por uma expressdo analitica
simples (ou por uma expressio com-
posta de vérias expressdes analiticas
simples); (b) as representagdes gréficas,
por via da Geometria Analitica; e (c) a
ligagdo com a realidade, uma vez que
tudo o que pode ser contado ou medido

Educacgdo e Matemdtica n® 15

pode ser representado por uma fungdo.

Embora seja possivel definir fungio
de forma muito geral, privilegiando a
perspectiva da Algebra na Matemdtica
escolar, a verdade é que as fungdes
numéricas gozam de propriedades ele-
mentares particularmente interessantes,
ttm uma representagdo geométrica
simples e intuitiva, e descrevem de uma
forma muito sugestiva situagdes da mais
diversa natureza.

O seu estudo permite aos estudantes
uma ancoragem em conhecimentos an-
teriores ¢ em multiplas representagdes
de situagdes suas conhecidas. De alguma
forma, estes seguem assim um percurso
semelhante nas suas linhas gerais ao
caminho historicamente percorrido pela
comunidade matematica.

O conceito de fungdo desenvolveu-
se devido a convergéncia de dois fac-
tores fundamentais: umabase matematica
adequada e umaforte motivagdo externa.
Estas condig¢Ges reuniram-se pela pri-
meira vez em simultineo no final do
Século XVII. Seria certamente um erro
pretender que na actualidade os estudan-
tes precisariam de possuir exactamente a
mesma base matemdtica € a mesma
motivag¢do. Mas a forma mais natural de
construir este conceito é fazer apcloa sua
relevancia em fung¢do de necessidades
praticas erelaciond-locom muitas outras
ideias matemadticas. As fun¢des numéri-
cas, aproveitando o trabalho anterior
realizado na Aritmética e na Algebra,
fornecem uma nova perspectiva para
olhar para nogdes ja aprendidas e estabe-
lecem uma ponte com a Geometria
através da representagdo cartesiana. S0
por isso uma forma particularmente
apropriada de introduzir esta importante
nogao matematica.

Pedagogicamente parece acon-
selhavel introduzir as fungbes como
correspondéncias entre cenjuntos
numéricos. Os exemplos “bem compor-
tados”, em que existe uma expressio
analitica ou uma regra simples devem
ser de todo salientados. A identifica¢do
na pratica pelos alunos de fungdo e ex-
pressdo analitica, se ocorrer, ndo precisa
de ser vistacomoum “graveerro”. Trata-
-se, como nos mostra a histéria, de uma
associa¢do natural e fecunda, que nio
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traz quaisquer dificuldades a um nivel
clementar. Os alunos que disso neccssi-
tarem terdo oportunidade nadevidaaltura
de reflectir sobre esta questdo e gencra-
lizar o seu conceito.

A facilidade em lidar com expressoes
algébricas ndo chegapararesolver proble-
mas reais. A tecnologia pode desempe-
nhar um importante papel educativo,
mudando o foco do ensino dos processos
mecanicos e repetitivos para a com-
preensio da Algebra e do Calculo Infini-
tesimal como instrumentos que permitcm
amodelagio dc problemas. A tecnologia
pode ser usada para realizar as manipu-
lagGes ou determinar as solugdes dentro
dos modelos matecmaticos, simplificando
a parte rotineira do trabalho e propor-
cionando uma maior concentra¢io na-
quilo que € verdadeiramente importante
— a compreensdo do significado dos
concceitos, a elaboragio ¢ implementagio
deestratégias paraaresolugdo dos proble-
mas, e a sua andlise critica ¢ discussio.
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A heranca

No Grupo de Discussdoldo Profmat 90, foi lang¢ado o problema
“A Heranca” que, a seguir, transcrevemos e, para o qual, apresen-

tamos uma possivel solugao.

Como foi possivel?

Um lavrador deixou aos seus
quatro filhos este terreno quadrado,
onde existiamquatro drvores. As suas
disposicdes estipulavam que o ter-
reno deveria ser dividido em quatro
partes iguais, com a mesma configu-
ragdo e tendo um drvore em cada
umadas parcelas. Os filhos satisfize-
ram integralmente a vontade do pai.

Uma proposta de solugao

Uma estratégia possivel consiste na
divisdo do terreno em quatro quadrados,
num dos quais cstdo incluidas as quatro
arvores.

A partir de cada um destes quadrados
continua-se sempre a dividir por quatro.

Ao todo encontramos 64 quadradi-
nhos, cabendo a cada filho 16 desscs
quadradinhos.

Se encontrar outra solugdo para este
problema, partilhe-a connosco, envi-
ando-a para a APM.

Nota:Além deste problema, foram pro-
postos neste Grupo de Discussdo mais
quatro muito interessantes: "O muro”,
"O peixe", "O cubo" ¢ "Os nimeros.
Caso esteja intercssado em resolvé-los,
podera encontra-los no Vol. Il das Actas
do Profmat 90, que sera publicado em

breve. .
Lurdes Serrazina

Rosdrio Ribeiro
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