A melhor resolucio existe?

CARLOS FARIAS

Alguns professores questionam-se sobre o motivo de o
GAVE/IAVE, quanto aos exames nacionais, publicar ape-
nas as provas e os critérios de classificacdo, deixando para
outras instituicGes (sociedades cientificas, associa¢oes de
professores, editoras etc) o trabalho de escreverem uma re-
solucdo. E comum ouvir a resposta que, assim, o GAVE/
IAVE evita a exposicdo e as consequentes criticas, ainda
que construtivas, como a que se segue.

O Teste Nacional Intermédio (TNI) de Matematica A,
ministrado no passado dia 30 de abril de 2014, em muitas
escolas secundarias, aos alunos do 12.° ano, levou a algu-
mas reflexdes que agora se partilham.

Questdes prévias:

A melhor resolucio de um problema (de matematica)
existe?

Se existe, o que deve ter a melhor resolucio de um pro-
blema (de matematica)?

Qual é a melhor resoluc¢io para um problema (de
matematica)?

O que nos leva a optar por determinada resolucio, de
um problema (de matematica), em detrimento de outras?

E se pensarmos em jogos matematicos? Por exemplo,
num problema de xadrez, o niimero minimo de lances é

decisivo para valorizar a resolu¢do apresentada. Num pro-
blema de damas, se a resolu¢io ndo for tnica, diz-se que
tem dual (ou duais) e perde muito do seu valor. O mesmo
se passard em problemas de bridge, go, sudoku etc.

E quanto aos problemas de matematica?

Uns dirdo que a melhor resolucdo é a primeira que faze-
mos, como quase tudo na vida, a primeira vez é especial.

Outros dirdo que é a mais «curta». Aqui surge outra
questdo: como medir o tamanho? Sim, aqui o tamanho im-
porta. Entre uma demonstracio de dez paginas e outra de
duas paginas, somos levados a pensar no ambiente e im-
primir a mais pequena.

E se a de duas paginas apenas for entendida por meia
dazia de sabios em todo o mundo? Ha demonstra¢des de
teoremas que estao «reservadas», no sentido de acessiveis,
apenas a um escol de matematicos e longe dos conhecimen-
to e entendimento dos restantes.

Todos concordardo que a possibilidade de massificar o
conhecimento matematico (e nio sé) é uma atitude nobre
(apesar de perigosa para os mediocres e incompetentes),
democritica e, simultaneamente, geradora de mais e me-
lhor democracia, na senda de Bento de Jesus Cara¢a e mui-
tos outros.
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1. Seja f a fungdo, de dominio R, definida por
3x+1+e™

fx)=
4x+Inx

1.3. NaFigura 2, estdo representados, num referencial o.n. xOy,
parte do grafico da fungdo f, os pontos A e B, ambos

pertencentes ao grafico de f, e areta AB

Sabe-se que:

e areta AB é paralela a bissetriz dos quadrantes pares;

e 0s pontos 4 e B tém abcissas simétricas;
® 3 abcissa do ponto 4 pertence ao intervalo ]0, l[

Seja a a abcissa do ponto A4

Determine o valor de a, recorrendo a calculadora grafica.

Ma sua resposta, deve:
* equacionar o problema;

se x=0
se x>0
Ay
B
f
A
0 x
Figura 2

# reproduzir, num referencial, o grafico da funcdo ou os graficos das funcbes que visualizar na

calculadora, devidamente identificado(s);

# indicar o valor de a, com arredondamento as milésimas.

Figura 1. Item 1.3 do TNI de 30/04/2014.

Portanto, alguns defenderdo que a melhor resolugio é
a que necessita de conhecimentos mais bésicos e, assim,
estar ao alcance de um maior nimero de pessoas.

Ha professores para os quais as melhores resolug¢des sdo
as dos seus alunos e sio essas que colocam na «pedra» (nos
tempos modernos, com os quadros brancos, nem se sabe
como chamar a esse material). Depois se, por algum mo-
tivo, consideram pertinente analisar algum pormenor de
outras resolucdes feitas na componente nio letiva, orien-
tam a discussdo na tentativa de se alcangar esse objetivo.
Ha também razdes «sentimentais» para decidir por uma
resolucido, a preferida, por exemplo, se utilizar ferramen-
tas do campo (ou do ramo) em relagdo ao qual se tem pre-
dilecdo. Havera outras razdes, sobre as quais nio se consi-
ga explicar o porqué dessa eleicio.

Segundo Hoffmann [1], Paul Erdés dizia que «se Deus
existe entdo deve ter um Livro com as mais belas demons-

tracGes» e a histéria da matematica mostra-nos que, mes-
mo apds a demonstracio de um resultado, muitos conti-
nuam em demanda da que consta no Livro.

Pelo facto de ser oriunda do GAVE/IAVE, uma reso-
lucio nio tem que vir diretamente do Livro, como alguns
que trabalham diariamente com matematica consideram
e que s6 pode gerar alguma inquietag3o.

Como dito no inicio, isto vem a propésito do TNI de 30
de abril de 2014.

Analisemos alguns dos seus itens e respetivas
resolugdes.

No Grupo II, temos o item 1.3 (Figura 1), cujos Critérios
Especificos de Classifica¢do se apresentam na Figura 2.

A resolucio que o GAVE/IAVE apresentou para o item
1.3 é a que consta da figura 3.

1.3. 20 pontos
Identificar o declive da reta AB 2 pontos
Apresentar, em fungio de a, a ordenada do ponto A 2 pontos
Apresentar, em fungdo de a, as coordenadasdoponto B ... ... 2 pontos
Determinar, em funcdo de a, o declive dareta AB 4 pontos
Equacionar o problema 4 pontos
Reproduzir o(s) grafico(s) visualizado(s) na calculadora 3 pontos
Indicar o valor pedido 3 pontos
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1.3. Como areta AB & paralela a bissetriz dos quadrantes pares, o seu declive é iguala —1

Tem-se: f(a)=%=4+% e f(-a)=-3a+1+¢e”, pelo que o ponto 4 tem

Ina

coordenadas (a,4 e

Portanto, o declive da reta AB é dado por

) e oponto B tem coordenadas (—a, 3a+1+e9

4+%—{—3a+l+e“) 3+%+3a—e"

a—(-a) 2a
340X 3, ox
Assim, a solugdo da equacdo X 5 =-1, no intervalo ]0,1[, éovalorde a
%
QP P SO n
Ora, — X - | &3+ 2L 55 _¢"=0
2x x

Para resolver esta equacao, recorremos as potencialidades graficas da calculadora.

Na figura, esta representada parte do grafico da funcdo yA
definida por y =3+ %+ S5x—e*

O zero desta fungdo, no intervalo ]0, l[, éovalorde a

Conclusdo: a = 0,334

=y

[7] /0,334

Figura 3. Resolucao publicada pelo CAVE/IAVE do item 1.3 do TNI de 30/04/2014.

Apresenta-se uma resolugdo diferente da publicada pelo
GAVE/IAVE:
Os pontos A e B tém as seguintes coordenadas
@ f@) e (~a,f(-a)
respetivamente.
A reta AB é dada pela equagio: y = —x + b.
Como A € grafico de fe A € AB, podemos escrever

fla)y=—a+0.
Como B € grifico de fe B € AB, podemos escrever
fl—a)=a+0.
entao
fl=a) = fla) = 2.a
ou
fi~a) — fia) = 24 =0
coma € ]0,1[.

Agora, usando as capacidades graficas da calculadora,
basta determinar o zero da funcio

R(x) = f(—x) — f(x) — 2.x
4.x + In(x)
— —2x

X

—3x+1+e—

em ]0,1[.

Nio esquecendo de reproduzir o grafico visualizado na
calculadora e indicar o valor de a com a precisdo pedida,
fica o item devidamente resolvido.

Uma opinido pessoal pode ser suspeita, por isso, foi
apresentada esta resolucio a varios alunos submetidos a
realiza¢do deste TNI e, perentoriamente, consideraram-na
mais «acessivel».

Como o item solicita a utiliza¢do da calculadora grafi-
ca, seria possivel encontrar a resposta, em alguns modelos
de calculadoras, quase sem efetuar calculos no papel.

No mesmo teste, em relacio ao item 4, podemos ter algo
idéntico a dizer mas outros comentarios urge apresentar.

Consultando o texto [2], o professor Armando Macha-
do escreve, na pagina 65, o seguinte:

«O programa em vigor nio exige o conhecimento destas
féormulas mas, mesmo que o exigisse, nao haveria interes-
se em as conhecer todas de cor; bastaria conhecer uma ou
duas e saber como as outras se podem deduzir facilmente
delas. Parece-nos, de qualquer modo, haver interesse em
que o estudante tenha conhecimento da sua existéncia e
saiba onde as procurar no caso de necessitar de as aplicar.
Destacamos por isso as quatro formulas obtidas:

P27. Quaisquer que sejam os angulos generalizados a
e p, tem-se

cos (x + P) = cos(x)cos(p) — sen(n)sen(P)

cos (& — P) = cos(x)cos(P) + sen(w)sen(P)

sen (x + P) = sen(x)cos(p) + cos(x)sen(p)

sen (x — P) = sen(a)cos(P) — cos(w)sen(P).»
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4. Seja g afunco, de dominio R, definida por g(x) = cos? (ﬁ)— sen? (ﬁ)

Qual das expressdes seguintes também define a funcdo g?

w ()

(B) cos (%)

(C) sen (%)

(D) cos (%)

Figura 4. Item 4, do Grupo |, do TNI de 30/04/2014.

Mas o programa em vigor faz referéncia a estas
féormulas?

Sim, em [3] encontramos a frase:

«Poderd aparecer, ainda, como aplica¢do do conceito de
produto escalar de dois vetores a dedugdo da formula do
desenvolvimento de cos(x — y).» Os italicos ndo constam
no original.

E ainda:

«As derivadas do seno e do co-seno podem ser obtidas a

partir das férmulas do seno e do co-seno da soma e de que

sen x
x—0 " x

Em [4], no programa que comecara a ser implementa-

lim

= 1». O italico ndo consta no original.

do no 10.° ano, em 2015/16, podemos ler na pagina 24 o
seguinte contetido para o 12.° ano:

«— Férmulas trigonométricas da soma, da diferenca e
da duplicacdo;»

Portanto, a partir de 2017/18, n3o ha davidas que estas
féormulas fardo parte dos contetidos a serem lecionados no
12.° ano.

Apesar do programa nio exigir o seu conhecimento, se-
gundo o professor Armando Machado e nio s6, o GAVE/
IAVE ha vérios anos que incluiu no formulario de exame
(e dos TNI), entre outras, as trés férmulas seguintes:

«Trigonometria

sen (a+b)=sena cosb+cosa senb

cos (a+b)=cosa cosb —sena senb
tga+tgh

tg(ﬂ + b) = w»

As vezes, pretende ainda o GAVE/IAVE que os alunos, caso
necessitem, deduzam as formulas trigonométricas do arco
duplo (ou da duplicagio), fazendo nas anteriores a = b.

4. Resposta (B)

Tem-se: cos? (ﬁ)— sen? (ﬁ) = oos(2 X ﬁ) = cos(%)

Figura 5. Resolugdo publicada pelo GAVE/IAVE do item 4,
do Grupo |, do TNI de 30/04/2014.

Analisando os exames nacionais do Ensino Secundario,
desde 2006, e os TNI do 3.° periodo, desde 2008, foi dete-
tado o recurso as formulas trigonométricas da duplica¢io
nos seguintes itens:
— 6, do Grupo I, do exame da 1.* fase de 23 de junho
de 2009, 5 pontos em 200

— 3.1, do Grupo II, do TNI de 24 de maio de 2012,
1 ponto em 200

— 3.1, do Grupo II, do TNI de 24 de maio de 2013,
2 pontos em 200

— 4,do Grupo I, do TNI de 24 de maio de 2014, 10 pon-
tos em 200

— 4,do Grupo II, do TNI de 24 de maio de 2014, 3 pon-
tos em 200

— 3, do Grupo 11, do exame da 2.% fase de 21 de julho
de 2014, 3 pontos em 200

Quanto a cota¢do da etapa onde é utilizada a férmula, esta
foi variando, como se pode ver acima.

Voltando ao TNI de 30 de abril de 2014, no Grupo I te-
mos o item apresentado na Figura 4.

Na sua resolucio vé-se claramente o objetivo deste item:
testar se o aluno consegue obter a férmula do cosseno do
arco duplo, partindo da férmula do cosseno da soma que
consta do formulario.

No item 4 do Grupo II do mesmo TNI, consta a Figu-
ra 4 (ver Figura 0).

A resolugdo apresentada pelo GAVE/IAVE (Figura 7)
recorre a utiliza¢do de mais uma formula trigonométrica
do arco duplo, neste caso para o seno, observavel nos cri-
térios especificos (Figura 8). Uma devia ser pouco e duas
nio seriam demais, para incluir no mesmo teste.
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4. Na Figura 4, esta representada uma planificagdo de uma piramide quadrangular regular cujas arestas laterais
medem 4

F
4
B

P S
G E

o R

H
Figura 4

Seja /i aamplitude, em radianos, do angule FPG (3 e ]%, E[)

A aresta da base da piramide e, consequentemente, a area de cada uma das faces laterais variam em
fungdo de S

Mostre que a area lateral da piramide & dada, em funcdo de [, por —32cos/fS

Sugestido — Comece por exprimir a area de uma face lateral em funcdo da amplitude do dngulo FPS, que podera
designar por ¢

Figura 6. Item 4, do Grupo II, do TNI de 30/04/2014.

4. De acordo com a sugestdo, seja @ a amplitude do angulo FPS

Seja M o ponto médio de [PS] z
Tem-se:
sena‘=&=&_peloque FM=4senca 4
FP 4
msa:-‘%—:Pf,peloque PM=4cosa P o s

Portanto, a area do tridangulo [PSF ] & dada por

PSxFM _ 2 x4cosa x4sena
2 2

= l6senacosa =8 x 2sena cosa = 8sen(2 )

De acordo com a figura ao lado, tem-se @+ f+a + T_2 T,

2
oK _pg_3m_
peloque 2 =21 5 B 5 B ; «
ax

Tem-se, entdio, 8sen(2a)= Ssen(s2—n—ﬁ) =—8cosff

Portanto, a area lateral da pirdmide & igual a

4 x(—8cosf), ouseja, —32cosff

Figura 7. Resolucao publicada pelo GAVE/IAVE do item 4, do Grupo Il, do TNI de 30/04/2014.

! OUTUBRO 129



[ S 20 pontos
Escrever sena = %, em que M designa o ponto médio de [PS] .......... 2 pontos
Obter FM=48en @ ... 1 ponto
Escrever 16senacosa@ =8sen(2a) .. 3 pontos

Figura 8. Parte dos critérios especificos de classificagdo do item 4, do Grupo Il, do TNI de 30/04/2014.

Apesar de haver quem trabalhe diariamente no ensi-
no da matematica e idolatre as resolug¢des do GAVE/IAVE
como vindas diretamente do Livro ou se tratem de pura ins-
piracdo divina, nio nos devemos resignar.

Deve ser habitual os professores dizerem aos alunos:
«num problema de geometria a rota¢do da folha pode ser
decisiva».

Ser4 que olhando para o [FPS] de outro lado, nos inspi-
ra outra resolugio?

Eis outra resolucio, prescindindo da rota¢do da figura.

4PK  — -
Arrps) = — = 2.PK =2x4. cos(Z.a - E)

(ver *) = 8.cos (7 — B) = —8.cos
Afaces laterais — 4'A[FPS] = -32. COS‘B

*Como f+2a+ 7=2mwentdo2.a — 5 =7 —p.

Singela, com 3 linhas apenas, se escreve, nio a palavra
«mie», mas esta resolu¢do que um aluno do 11.° ano de-
via conseguir escrever antes de comer as filhés e o peru
do Natal.

A vontade de colocar um segundo item, usando for-
mulas trigonométricas para o arco duplo, devia ser gran-
de pois nio permitiu vislumbrar outras resolu¢des. A pro-
posito das resolucdes apresentadas, foi enviado um e-mail
ao sr. diretor do GAVE/IAVE, no dia 04 de maio de 2014
(quatro dias apds o TNI), que se deve ter extraviado, uma
vez que ainda nio acusou a sua receg¢io.

Analisemos, agora, a prova mais «fresca», o exame da
segunda fase de 2014 de Matematica A, cddigo 635, reali-
zado em 21 de julho de 2014.

No jornal Pablico, de 22/07/2014, pudemos ler:

«Por tltimo, Jaime Carvalho e Silva sustenta que a ques-
t3o 1.2 (Figura 10) <6 relativa a resolu¢io de uma equagdo com
nameros complexos que nio faz parte do programa».»

Nesse artigo apresentam o professor Jaime Carvalho e
Silva como vice-presidente da APM mas, no contexto da
noticia, seria importante salientar que foi o Coordenador

P

Figura 9. Para outra resolu¢ao do item 4, do Grupo I, do
TNI de 30/04/2014.

da equipa que elaborou o programa do Ensino Secundario
em vigor.

Relativamente ao item 5, do Grupo II, recordando os
itens: 4, do Grupo II, do TNI de 30/04/2014 e 6 do Gru-
po I, do exame da 1.* fase de 2009, seria espectivel que a
expressao para a area n3o fosse A(x) = 16.sen x.cos x mas
sim A(x) = 8.sen(2w).

Neste item, o que tera levado, quem elaborou a prova,
a evitar a utilizagdo da férmula do seno do arco duplo?

1.2. Seja @ €]0, [
Resolva, em C, a equacdo 22— 2cosaz+1=0
Apresente as solugdes, em fungdo de @, na forma trigonométrica.

Figura 10. Item 1.2, do Grupo II, do Exame da 2.2 fase, em
21/07/2014.



3. Na Figura 4, esta representado um pentagono regular [ABCDE]

Sabe-se que AB=1

Mostre que M= 1-2 senz(ﬂ)
|4D| 5

Nota: AB . AD designa o produto escalar do vetor 4B pelo vetor AD

Figura 4

Figura 11. Item 3, do Grupo II, do Exame da 2.2 fase, em 21/07/2014.

AB . AD 27T
Escrever S—=+—=c08 | —

14D ] ( 5 )
AB . AD =o052(

1401

Escrever 5

Escrever msz(%)= | —sen? (‘51) (ou equivalente) ...

1)_ sen? (%) (ou equivalente) ...

3 pontos

1 ponto

Figura 12. excerto dos critérios de classificacdo do item 3, do Grupo I, do exame da 22 fase de 21/07/2014.

A resposta pode encontrar-se um pouco mais acima, na
mesma pagina, lendo o item 3 (Figura 11), a intuic3o logo
nos diz que, aqui, precisaremos da férmula do cosseno do
arco duplo.

Mostrando que DAB = 2.5 e usando a «desditosa» for-
mula, mostra-se a igualdade pretendida.

Na Figura 12 apresemta-se parte dos Critérios Especifi-
cos de Classificacdo para o item 3, do Grupo II e 14 estdo 3
pontinhos para a utiliza¢do da férmula do cosseno do arco
duplo.

Mas nio havera uma resolu¢io sem «sair» dos progra-
mas em vigor?

Serd bom té-la, nio va algum aluno pedir a anulag¢do da
prova, por esta conter 2 itens com contetidos que ndo fa-
zem parte do programa.

Sem pretensdes de conseguir alguma resolug¢do do Li-
vro, analisemos a resposta que se segue para o item 3 do
exame de 21/07/2014.

Na figura 13 esté representado um pentagono regular
[ABCDE], uma diagonal [AD] desse pentigono, a altura [EF]
do [ADE] referente a base [AD] e a altura [DG] do [ABD] re-
ferente a base [AB].

Se AB = 1entio AD = 1+T‘E Quem nunca fez esta de-

monstracgdo, tem aqui um bom pretexto para fazé-la.

1+45

7

Daqui podemos concluir que

cos(EgF) = cos(%) =

logo

D

A G B

Figura 13. Para resolucdo do item 3, do Crupo I, do Exame
da 2.2 fase, em 21/07/2014.

Por outro lado

cos(DgB) = COS(DA\G) = _1+‘/§
Agora, a igualdade pedida é facilmente concluida, sem o
uso da férmula do cosseno do arco duplo e, apenas, com
base em contetidos lecionados até ao 10.° ano.

No primeiro Critério Geral de Classifica¢io, o GAVE/
IAVE escreve: «E aceite qualquer processo de resolucio
cientificamente correto, desde que enquadrado pelo progra-
ma da disciplina (ver nota 1). O critério especifico deve ser
adaptado ao processo de resolucdo apresentado.», a Nota 1
é: «A titulo de exemplo, faz-se notar que nio sdo aceites
processos de resolucdo que envolvam a aplicacdo da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hépital ou de resultados da teoria
de matrizes.» (esta Nota surgiu em 2014, em anos anterio-
res os alunos puderam usar essas regras), no entanto, pela
repeticdo dos modelos de Exames e Testes Nacionais Inter-
médios, bem como a insisténcia em certas «resolucoes-tipo»

:: OUTUBRO 129 9
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e respetivos Critérios de Classificagio, o GAVE/IAVE assu-
me um papel redutor em relag¢io ao aparecimento de reso-
lucdes diversificadas que muitos professores incentivam.

Recentemente, um estudo de investigadores da Univer-
sidade do Porto concluiu que as escolas privadas preparam
melhor os alunos para os Exames mas as escolas publicas
preparam-nos melhor para enfrentar as dificuldades com
as quais se deparardo no ensino superior. Até que ponto a
formatacio de exames, resolucdes e critérios de classifica-
¢do contribui para as conclusdes desse estudo?

E que resposta dar a questdo que encabega o artigo?

A melhor resolucio para um problema (de matematica)
pode ndo existir mas é enriquecedor procurar varios pon-
tos de vista que levem a diversas resolu¢des. Quanto a isto,
todos devemos concordar. Ou nio?
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