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As tarefas de exploracdo e investigacio
na aprendizagem da Geometria

MARIA GORETE P1RES BRANCO

A Geometria é uma 4rea da Matematica que proporciona
um meio de descric¢io, analise e compreensio do mundo e
da sua beleza visual (National Council of Teachers of Mathe-
matics [NCTM], 2007). Ela trata de formas, das suas proprie-
dades e das suas rela¢bes e, por isso, ao olharmos a nossa
volta rapidamente nos apercebemos de que na «Nature-
za sdo produzidas e reproduzidas determinadas formas e
que, além disso, a Natureza prefere certas formas em rela-
¢do a outras também possiveis» (Loureiro, Oliveira, Ralha
& Bastos, 1997, p. 14).

Ela é por exceléncia um tema formativo, que permite
ao aluno trabalhar simultaneamente com nameros, calcu-
lando ou relacionando 4reas e volumes, trabalhar com pro-
porcdes na semelhanca de figuras ou trabalhar com expres-
soes algébricas. A sua aprendizagem, através da resolugdo
de problemas nio rotineiros, pode propiciar o desenvolvi-
mento de multiplas capacidades, apontadas como funda-
mentais para qualquer pessoa e, em particular, para todos
os alunos, sendo a mais 6bvia a visualiza¢io espacial (Afon-
so, 2002; Hoffer, 1981; Junqueira, 1995). Para isso é rele-
vante que o professor proponha aos alunos tarefas adequa-
das, como as tarefas de natureza exploratéria e investigativa
e as de construcdo e manipula¢do. E a Geometria fazendo
apelo a intui¢do e a visualizacio e recorrendo a manipula-
¢do de materiais é, dentro da Matematica escolar, uma area
propicia a um ensino baseado fortemente na realizacio de
tarefas de explorac¢do e investigacdo (Abrantes, 1999), que
podem ser desenvolvidas na sala de aula, sem a necessida-

de de um grande ntimero de pré-requisitos. Evitando, sem
grande dificuldade, uma visio da matematica centrada na
resolucdo de exercicios e problemas de rotina.

As tarefas de natureza exploratoria e investigativa repre-
sentam boas oportunidades para por os alunos a debater
questdes, a expor os seus raciocinios, a estabelecer conje-
turas e a usar e aplicar a matematica. O trabalho com este
tipo de tarefas, ao estimular a participac¢io dos alunos favo-
recendo uma aprendizagem significativa, e ao proporcio-
nar pontos de partida diferentes facilitando o envolvimen-
to dos alunos com diferentes niveis de competéncias e o
reconhecimento e/ou estabelecimento de conexdes, apre-
senta importantes potencialidades educacionais (Santos,
Brocardo, Pires & Rosendo, 2002).

As investigacoes matematicas como atividades de en-
sino-aprendizagem ajudam a trazer para a sala de aula o
espirito da atividade matematica genuina. O aluno formu-
la questdes, estabelece conjeturas, realiza provas e refuta-
¢Oes, justifica e apresenta resultados, argumenta e discute
com os colegas e com o professor. Em particular, a explo-
racdo de investigacdes geomeétricas, «pode também contri-
buir para concretizar a relagdo entre situacdes da realida-
de e situacbes matematicas, desenvolver capacidades, tais
como a visualiza¢do espacial e o uso de diferentes formas de
representa¢do» (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2003, p. 71).

Ao realizar uma investiga¢io matematica é importante
comegar por uma exploracio inicial que permita clarificar
a questdo ou situa¢do proposta e colocar questdes interes-



Tarefa

Poliedros Regulares

Com poligonos regulares congruentes podem-se construir poliedros regulares.

Utilizando polidrons, investiguem quantos poliedros regulares convexos é possivel construir. Encontrem explica¢es

para a vossa resposta.
Estabelecam, para cada um, as principais caracteristicas.

Sugestdo: A medida que vao construindo os poliedros registem numa tabela as principais caracteristicas.

santes e produtivas sobre as quais se vai trabalhar. Depois
é fundamental analisar alguns dados e formular conjetu-
ras. O teste e a recolha de mais dados podem refinar essas
conjeturas ou levar a que sejam refutadas e a olhar a ques-
tao de outra forma, formulando novas conjeturas. Passan-
do a fase do teste ha que provar a sua veracidade. Durante
este processo novas questdes para investigar podem surgir.
A exploragdo de investigagdes é, assim, um trabalho exigen-
te que envolve processos de raciocinio complexos, que re-
querem um elevado grau de empenhamento e criativida-
de por parte dos alunos (Ponte & Matos, 1996). Os alunos
quando estdo pouco familiarizados com este tipo de tare-
fas revelam dificuldades em entender alguns dos processos
inerentes a atividade investigativa, contudo a realiza¢do con-
tinuada deste tipo de atividade contribui para um entendi-
mento progressivo destes processos, sendo a formulagdo de
questdes, aquele a que os alunos dio menor importancia.

A seguir descrevem-se alguns episédios de uma aula
para ilustrar estas ideias, na qual a autora desempenhou
o papel de observadora participante ativa, no ambito de
uma investigacdo com uma turma de alunos do 10.° ano
de escolaridade.

A tarefa de investiga¢do proposta «Poliedros regula-
res», trabalhada no 4mbito do médulo inicial do programa
do 10.° ano, tinha como objetivo que os alunos investigas-
sem quantos poliedros regulares convexos é possivel cons-
truir e estabelecessem as principais caracteristicas para cada
um deles.

Os alunos trabalharam em grupos de trés elementos e
esta era a terceira tarefa de natureza exploratéria e investi-
gativa que realizavam. A aula seguiu a estrutura, que geral-
mente envolve uma aula com tarefas de exploragdo e inves-
tigacdo (Christiansen & Walther, 1986; Ponte et al., 2003):
(i) introdugdo da tarefa; (i) Desenvolvimento da tarefa (iii)
Discussao de resultados.

INTRODUGAO DA TAREFA

O enunciado da tarefa foi entregue aos alunos por escrito e
lido em voz alta pela professora que paralelamente foi co-
locando algumas questdes, procurando que os alunos re-
cordassem a nogdo de poliedro regular. Foram distribuidas
varias pecas de polidron (tridngulos, quadrados, pentigo-
nos e hexagonos regulares) pelos grupos.

DESENVOLVIMENTO DA TAREFA

Os alunos comecgaram logo por tentar construir poliedros,
uns optaram por trabalhar com tridngulos equilateros, ou-
tros com quadrados. Rapidamente construiram o tetraedro
e outros o cubo. O entusiasmo e o prazer visivel em usar as
pecas para construir os poliedros levaram alguns grupos a
nio definirem estratégias de explora¢do e ao esquecimento
do registo das caracteristicas dos poliedros que iam cons-
truindo. A maioria dos grupos seguiu a sugestio dada no
enunciado da tarefa de organizar e registar as caracteris-
ticas dos poliedros numa tabela. Todos os grupos aponta-
ram o numero de vértices, arestas e faces e o tipo de face
do poliedro. Alguns acrescentaram o niimero de faces que
concorria em cada vértice do poliedro e as amplitudes dos
angulos internos dessas faces.

Apesar de ter sido recordada a nog¢io de poliedro regu-
lar, alguns grupos estavam a considerar poliedros que nio
eram regulares e ndo se apercebiam desse facto, pois nio
tinham procurado clarificar o foco da investiga¢do. Contu-
do, outros grupos procuraram relacionar as observagdes
iniciais com o objetivo da investiga¢3o, como se pode veri-
ficar, por exemplo, pelo didlogo seguinte:

Matilde — O cubo é regular. Interessa.

Diana — Vou construir o paralelepipedo. Nao temos
pegas.

Matilde — Coloca assim dois quadrados para um lado.
Podemos escolher as cores.

Francisca — Este parece um prédio, parece aquele
jogo.
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Concluimos que a conjetura apresentada em cima acerca dos dodecaedros nio é valida.

Chegamos a esta conclusio porque ao construirmos uma figura em que no mesmo vértice

concorressem 4 pentidgonos regulares, ndo era possivel concretizar. A conjetura anterior

errada deve-se ao facto de termos colocado os dngulos externos do pentdgono enquanto que

o que queriamos saber eram os dngulos inscritos.

Pensando sobre o problema descobrimos que o dngulo interno é de 108°, ent3o:

108 x 3 = 324° < 360° (é possivel construir)

108 x 4 = 432° > 360° (ndo é possivel construir)

Figura 1. Justificacdo apresentada pelo grupo para a refutagdo da conjetura.l”

Matilde — N3o podemos construir um paralelepi-
pedo, porque temos que investigar os poliedros
regulares.

A formulag¢do de questdes a investigar foi uma fase da ati-
vidade investigativa a que os alunos ndo deram grande im-
portancia. Em geral, usavam o modo afirmativo em vez do
interrogativo, proferiam afirmacdes, como por exemplo:
«Com tridngulos ainda d4 para vermos mais». Embora du-
rante a realizacio da tarefa tenham formulado uma ou ou-
tra questdo de forma mais precisa, por exemplo, quando
procuravam estudar as caracteristicas do cubo: «Quando
as diagonais [espaciais do cubo] se cruzam também dara
90°?» nunca as registaram.

A formulacio e o teste de conjeturas foram processos
que estiveram presentes no trabalho dos alunos. Formula-
ram varias conjeturas, algumas das quais irrelevantes para
a investigacdo e outras triviais como: «Algumas das faces
do cubo sio perpendiculares e outras paralelas». Contudo,
também formularam conjeturas relevantes para a investi-
gacdo, por exemplo: «Podem concorrer no mesmo vértice
4 pentagonos». Esta conjetura foi formulada com base no
célculo da soma das amplitudes dos dngulos das faces que
podiam concorrer num vértice do poliedro. Estes alunos
calcularam a amplitude de um 4ngulo interno de um pen-
tagono regular utilizando o mesmo procedimento para o
clculo de um 4ngulo externo, tendo obtido 72°, que mul-
tiplicado por 4 da 288°, portanto inferior a 360°. Ao testa-
rem a conjetura, os alunos verificaram que nio era possivel
construir poliedros regulares concorrendo quatro pentigo-
nos em cada vértice, porque «ndo ha espago para a quarta
peca, sobrepdem-se». Entdo refutaram a conjetura e preo-
cuparam-se em tentar perceber o porqué destes resultados.
Um dos alunos do grupo desconfiou do valor obtido para a
amplitude do dngulo interno do pentigono regular e, em

conjunto, procuraram encontrar o erro. Os alunos regista-
ram o argumento que os levou a refutar a conjetura, como
se pode observar na figura 1.

Num outro grupo, os alunos depois de terem construido
o tetraedro realizaram mais experiéncias na tentativa de ob-
ter mais poliedros regulares formados por tridingulos equi-
lateros, mas ndo conseguiam. Entdo conjeturaram que com
tridngulos equilateros nio dava para construir mais polie-
dros regulares para além do tetraedro. A professora incen-
tivou-os a continuar a experimentar e passado algum tem-
po ja tinham o octaedro construido. Entretanto, Pedro diz:
«N3o di com 5 [triingulos]», Nelson ndo concordou, «mas
ainda da com 300°». Os alunos continuaram a exploracio
e formularam uma nova conjetura: «Com 6 faces [triangu-
lares] ja n3o da para construir poliedros regulares».

Os alunos nesta tarefa, e uma vez que ja tinham reali-
zado duas tarefas de natureza exploratéria e investigativa,
evidenciaram maior preocupag¢do com a justificagio das
suas conjeturas, embora tenha sido necessario insistir para
que procurassem argumentos validos. Como mostra o epi-
sédio seguinte, em que um dos grupos procura argumen-
tos para justificar a conjetura de que com quadrados s6 da
para construir o cubo:

Matilde — Nos ja tinhamos visto que podiamos ter duas
pecas aqui, duas ali, ali, sempre duas, ia dar um
poliedro regular, mas era uma ampliac3o deste [do
cubo].

Diana — Pois tendo sempre o mesmo niimero de qua-
drados, temos na mesma um cubo, se pusermos
de outra maneira d4 um paralelepipedo e ja nio é
regular.

Francisca — Aqui [no cubo] em cada vértice concor-
rem 3 [faces].
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Ao concorrer 4 faces num vértice ndo podemos formar um poliedro porque 90 x 4 = 360

que d4 uma figura plana.

N3o podemos construir poliedros com hexagonos porque cada dngulo interno tem 120 e

ao tentarmos por 3 faces num vértice obtemos 360° ou seja uma figura plana.

Nas figuras a partir do pentigno n3o se consegue construir um poliedro, pois o

minimo de faces a concorrer num vértice é 3, com 4 existe sobreposi¢do de pentagonos

logo 108 x 4 = 432°.

No heptigono cada dngulo inscrito tem 128 logo ao tentar concorrer 3 faces num vértice

da 385° que da superior a 360° logo existe sobreposicao de heptagonos.

Figura 2. Justificacbes apresentadas por um grupo para algumas conjeturas.?

Matilde — Para ser regular tem que ser sempre o mes-
mo nimero [de faces] a concorrer em cada vértice.
E se concorrerem 4?

Diana — Nio da, olha, nao faz vértice.

Matilde — Entdo € essa a justifica¢do.

A professora estava proxima do grupo e questionou as alu-
nas: «O que significa nio fazer vértice?» Diana disse: «N3o
da assim para dobrar». A professora sugeriu que procuras-
sem razdes para nio permitir a dobragem, mas as alunas
ficaram em siléncio, entdo a professora avangou uma pista
«ha pouco disseram que a amplitude dos dngulos internos
de cada quadrado era de 90°, pensem se esse dado podera
ajudar para encontrarem justifica¢cdes validas». As alunas
tinham sobre o plano da mesa a figura plana que haviam
construido e rapidamente chamaram a professora para lhe
comunicar a justificacio que tinham encontrado:

Matilde — Stora, aqui a volta do dngulo [no qual concor-
rem as 4 faces], da 360°, por isso é que nio da para
dobrar, ndo é? Diga-nos se esta bem.

Professora — Sdo vocés que tém que decidir se estd
bem.

Francisca — Sim, mas oh stéra, eu acho que se der me-
nos de 360° da, com 360° n3o.

Professora — Pronto, entdo discutam as trés para pode-
rem decidir.

As alunas mostravam pouca confianca em si proprias. De-
pois de alguma discussio decidiram escrever: «Se concor-
rerem num vértice mais de 3 faces a soma dos dngulos que
concorrem nesse vértice ird ser de 360°, o que n3o permi-
te a dobragem. Forma-se uma figura plana». N3o contem-
plando, porém na sua justificagio casos em que concorrem

mais de quatro faces em cada vértice, apesar de terem refe-
rido «mais de 3 faces». Para as restantes conjeturas formu-
ladas em torno dos restantes poliedros regulares, as alunas
continuaram a apresentar justificacdes baseadas em racio-
cinio aritmético.

Os alunos de outros grupos também se preocuparam
em justificar as suas conjeturas, como se pode observar,
por exemplo, na figura 2.

Os alunos justificaram que com quatro quadrados a con-
correr num vértice nao é possivel construir poliedros regu-
lares por se obter uma figura plana e o mesmo acontece
com trés faces hexagonais regulares quando estas concor-
rem num vértice. Nestas justificacdes estdo subjacentes as
condicdes de que para se poder construir um poliedro re-
gular tém que concorrer no minimo trés faces num vérti-
ce e a soma das amplitudes dos dngulos das faces que con-
correm num vértice tem que ser inferir a 360°. Os alunos
apresentam assim, justificagbes baseadas em raciocinio arit-
mético e na observacio das construcdes feitas com auxilio
das pegas de polidron. Parece terem comecado a entender
o estatuto de uma conjetura. Para tal terd contribuido o tra-
balho realizado, em tarefas anteriores, em torno da impor-
tincia da justificacio e prova das conjeturas.

D1scussAO DE RESULTADOS

A medida que se iam discutindo os resultados, um aluno ia
registando as conclusdes no quadro. O ntimero de poliedros
regulares encontrados e algumas das suas caracteristicas,
como o namero de faces, vértices e arestas, tipo de face do
s6lido e niimero de faces que concorrem em cada vértice
do poliedro n3o geraram muita discussdo. Verificou-se al-
guma discordancia relativamente a contagem do nimero



Figura 3. Desenho feito por Catia (reproduzido do original).

de vértices e de arestas, mas depressa se chegou a consen-
so. Por vezes, alguns alunos questionavam os outros e pe-
diam explica¢bes sobre determinadas caracteristicas que eles
tinham estabelecido e que os colegas nio referiam, como
por exemplo, a soma das amplitudes dos dngulos que con-
corriam em cada vértice do tetraedro, como se pode obser-
var no episédio seguinte:

Liicia — E os angulos? Nao disseste nada.

Fabio — Ah, d4 180°.

Joaquim — Eu concordo, mas porque da 180, tens que
explicar.

Fdbio — O de cada tridngulo é 60 e temos 3 [tridngu-
los], é vezes 3, que da os 180°.

As alunas de um dos grupos apresentaram algumas conje-
turas que tinham formulado e que lhes pareceram ser im-
portantes, por exemplo, conjeturaram que a «altura do te-
traedro é perpendicular a base no baricentro da mesma».
A justificacdo apresentada baseava-se em raciocinio geo-
métrico e apoiava-se no critério de perpendicularidade en-
tre retas e planos. A comunicag¢do desta conjetura e a res-
petiva justificagdo por parte das alunas gerou discussdo em
torno de conceitos, como altura, baricentro, circuncentro e
ortocentro de um tridngulo. Verificou-se que muitos alunos
nio tinham nocdes claras destes conceitos, como se pode
observar no episédio seguinte:

Leonel — O circuncentro tem a ver com o tridngulo?

Carlos — O circuncentro é o centro da circunferéncia.

Cdtia — Temos que ter os vértices do tridngulo a tocar
na circunferéncia.

Professora — Queres vir aqui [ao quadro] explicar?

(A Citia foi ao quadro e desenhou a figura 3).

Carlos — O que ela vai fazer é a altura do tridngulo que
é igual ao raio da circunferéncia.

Francisca — Achas que sim? Pode n3o ser.

Carlos — Pelo menos parece. Ela agora pode tracar a al-
tura e ver o centro.

Catia — Nio ia tracar a altura.

Carlos — Mas, se tracares a altura vai dar no meio da
base do tridngulo que é o centro.

Cdtia — O que eu queria dizer é que, o circuncentro vai
ser o ponto de interse¢do dos segmentos que traca-
mos aqui neste ponto, neste e neste [pontos médios
dos trés lados do tridngulo].

Professora — Segmentos? A que segmentos te estds a
referir?

Catia — As medianas, n3o, mediatrizes.

O que Carlos pretendia explicar aos colegas é que o circun-
centro do tridngulo era o centro da circunferéncia circuns-
crita, s6 que ele baseou-se na evidéncia do desenho, con-
siderando o tridngulo isésceles tendo por base o didmetro
da circunferéncia. Esta discussdo continuou, a professora
pediu a contribuicdo dos restantes alunos, foi esclarecida
a nogio de segmento de reta, medianas e mediatrizes e foi
retomada a ideia de Carlos no sentido de levar os alunos a
compreenderem que os desenhos nio representam neces-
sariamente toda a informacio que é conhecida sobre os ob-
jetos geométricos. A ideia de Carlos foi também aproveitada
para serem discutidas as nocoes de altura e de ortocentro
de um tridngulo. Apesar da conjetura que levou a esta dis-
cussdo ser irrelevante para a investigacio, contribuiu para
que fossem relembrados e até aprendidos novos conceitos,
como por exemplo o conceito de ortocentro de um tridngu-
lo, que os alunos mencionaram desconhecer.

A CONCLUIR

Apesar de os alunos na realiza¢do desta tarefa n3o terem
atribuido muita importincia a formulacio de questdes a
investigar, em geral, usaram o modo afirmativo em vez do
interrogativo, alguns grupos procuraram relacionar as ob-
servacdes iniciais com foco na investigac¢do. O processo de
formulac3o de conjeturas esteve presente no trabalho de to-
dos os grupos, embora algumas tenham sido formuladas de
forma implicita. Alguns alunos revelaram alguma tendén-
cia para apresentar o maximo de conjeturas possivel, inde-
pendentemente da trivialidade ou relevancia para a inves-
tigacdo. Esta tendéncia parecia estar relacionada, por um
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lado com alguma dificuldade e um certo descuido em re-
lacionar essas conjeturas com o foco da investiga¢do e por
outro lado, por considerarem importante mostrar muito tra-
balho feito. Os alunos formularam as suas conjeturas com
base no processo de especializacdo e testaram-nas através
da realizacdo de mais experiéncias particulares com as pe-
cas de polidron. A realizagdo do teste permitiu aos alunos
refinar e reformular algumas conjeturas e refutar outras.
Verificou-se que a utiliza¢do de materiais manipulaveis fa-
cilitou a formulagdo e o teste de conjeturas.

Os alunos na realizac3o desta tarefa ji demonstraram

entender a justifica¢do das conjeturas como um aspeto ine-
rente 3 atividade investigativa, comegaram a entender o es-
tatuto de uma conjetura e manifestaram preocupa¢io em
apresentar alguns argumentos para as validar, embora ain-
da tenha sido necessario incentiva-los a procurar argumen-
tos logicos ou pelo menos plausiveis.
A discussdo e apresentagdo do trabalho desenvolvido pe-
los alunos é uma fase fundamental do trabalho de inves-
tigacdo, por isso carece de aten¢io por parte do professor.
Este momento é propicio para desafiar e incentivar os alu-
nos a aprofundar a investigacdo, a refletir sobre o traba-
lho realizado, a criticar e questionar as ideias dos outros, a
apresentar argumentos que convencam os colegas e tam-
bém o professor. E pode ser também um momento opor-
tuno para relembrar e mesmo aprender novos conceitos.
Por isso é importante que o professor se aproprie da tarefa
para que se sinta a vontade para moderar a discussio em
torno das descobertas realizadas pelos alunos e de possi-
veis dificuldades que possam surgir que, por vezes, nio
sdo previsiveis.

Notas

(2 Transcrito do original, foram corrigidos erros ortogra-
ficos, mas mantida a construgdo frasica.

Bl Para mais detalhes desta aula consultar Branco (2011).

“ Tarefa adaptada de Guillén (1991). Transcrito do origi-
nal, foram corrigidos erros ortograficos, mas manti-
da a construcio frasica.
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