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A determinacio do m.d.c. de dois nimeros e a
Subtracc¢io reciproca / Algoritmo de Euclides

FroriNDA CosTA, MANUELA RiBEIRO, M* Jost CARINHA Bb1a

O conceito de divisibilidade era ja dominado pelos pitagé-
ricos! e este arrastava naturalmente a determinacio dos di-
visores comuns de dois ou mais ntimeros e, em particular,
a determinac¢io do m.d.c. de dois niimeros.

Vamos encontrar a resposta dada pelos pitagéricos a
este ultimo problema nas proposicdes 1 e 2 do Livro VII
dos Elementos de Euclides®:

Elementos VII, 1 — Dados dois niimeros distintos, e subtrain-
do-se continuamente de cada vez o menor do maior, se o nime-
ro que resta nunca medir o anterior até que reste uma unidade
entdo os niimeros originais so primos entre si.?

Elementos VII, 2 — Dados dois nimeros n3o primos entre si, en-
contrar a sua maxima medida comum.?

Como aplicar estas proposi¢des a determinacio do m.d.c.,
por exemplo, de 14 e 32?

1. Partimos do par (14, 32) em que 14 é o 14 32
menor.
2. O menor 14 é subtraido ao maior 32. 14 18

Substituimos o maior pela diferenca e
Conservamos o menor.

3. Voltamos a repetir o passo 2 subtraindo 14 4
agora 14 a 18.
Ficamos com o par (14, 4) em que agora 4
€ o menor.

4. O menor 4 é subtraido ao maior 14. 10 4
Substituimos o maior pela diferenca e
conservamos o menor.

5. Voltamos a repetir o passo 4 subtraindo 6 4
agora 4 a 10.

6. E mais uma vez subtraindo 4 a 6. 2 4
Ficamos com o par (2, 4) em que agora 2 é
0 menor.

7. O menor 2 é subtraido ao maior 4. 22
Substituimos o maior pela diferenca e
conservamos o menor.

Chegamos entdo a dois nlimeros iguais. Esse nimero co-
mum — 2 — é o m.d.c. dos dois niimeros de que parti-
mos 14 e 32.

Tal processo para a determinagao do m.d.c. de dois ni-
meros, conhecido como Subtracgdo reciproca, antifairese ou
antanairese baseia-se na seguinte propriedade aritmética:

«Dados dois nlimeros naturais m e n com m>n, os divisores co-
muns de m e n sdo exactamente os divisores comuns do menor
dos niimeros n e da sua diferenca m—n.»

Assim os divisores comuns de 14 e 32, sao os mesmos de
14e18,14e4,10e4,6e4,2e4,e,2¢e2.
Ora2éom.d.c.de 2e2,logotambém é o m.d.c. de 2
e4,deGe4,...,de 14 e 32.
Demonstremos a propriedade anterior:
mneN comm>n
d é divisor comum de m e n & d é divisor comum de n e
m-n
1. d é divisor comum de m e n = d é divisor comum
denem-n.
Se d é divisor comum de m e n existem niimeros
naturais p e q tais que m=pd e n=qd.
Como m>n, p>q, logo p—q é também um ntmero
natural e m-n=(p-q)d, logo d é divisor de m—n.



Como d é também divisor de n, d é divisor comum
denem-n.

2. dédivisor comum de n e m—n = d é divisor comum
demen.
Se d é divisor comum de n e m—n existem nume-
ros naturais r e s tais que n=rd e m-n=sd.
n+(m-n)=rd+sd
m=(r+s)d
Ora r+s é um namero natural, logo d é divisor de
m. Como d é também divisor de n, d é divisor co-
mum de m e n.

Ao aplicarmos a Subtracgdo reciproca a determinagdo do
m.d.c.(14, 32) encontrdmos um processo finito e chega-
mos a dois ntimeros iguais. Serd que tal situacio se veri-
fica sempre?

Partimos de dois ntimeros naturais m e n com m>n,
mantemos o menor, n, e substituimos o maior, m, pela di-
ferenca m—n, logo por um nimero inferior. Vemos assim
que a sequéncia dos maiores nimeros de cada par é estri-
tamente decrescente, logo finita. Assim ao fim de um na-
mero finito de passos, quando muito igual ao maior dos
niimeros, nio é possivel subtrair o menor do maior, ora tal
facto s6 pode vir da igualdade dos dois niimeros.

O processo anterior pode ser condensado em:

32 |14 14 |4 4 |2
4 2 2 3 0o 2

m.d.c.(14, 32) = 2 (4ltimo divisor)
Comparemos:

Subtracgdo reciproca Processo condensado
14 32 32 |14
14 18 4 2

14 4
Subtraimos duas vezes 14 a 32, e resta 4

10 4 14|L

6 4 2 3
2 4
Subtraimos trés vezes 4 a 14, e resta 2
2 2 4 |2
0o 2 0o 2

Subtraimos duas vezes 2 a 4, e resta 0

NB: Na Subtrac¢io reciproca subtraimos 2 apenas uma vez
a 4 mas ficdmos com resto 2, logo podemos voltar a sub-
trair 2 até obtermos resto zero.

Os gregos ndo levavam o processo até ao fim, isto é, até
ao par (0, 2) porque ndo tinham simbolo para o zero. Fica-
vam-se pelo par de nimeros iguais (2, 2).

Este processo condensado da Subtrac¢do reciproca é cha-
mado Algoritmo de Euclides.

A Subtracgio reciproca foi também usada por Teete-
to* para determinar a maxima medida comum de duas
quaisquer grandezas do mesmo tipo. Encontramos tal re-
feréncia nas proposicdes 2 e 3 do Livro X dos Elementos de
Euclides.

Elementos X, 2 — Se, quando a menor de duas grandezas desi-
guais é continuamente subtraida de cada vez da maior, e aque-
la que resta nunca medir a anterior, entdo as grandezas sdo
incomensuraveis®.

Elementos X, 3 — Dadas duas grandezas comensuraveis, encon-
trar a sua maxima medida comum®.

Vemos assim que:

« Elementos VII, 1 e 2 permitem averiguar se dois na-
meros distintos s3o ou nio primos entre si e, caso
nio sejam, determinar o m.d.c. dos dois ntimeros;

« Elementos X, 2 e 3 permitem averiguar se duas gran-
dezas s3o ou n3o incomensuraveis e, caso nio se-
jam, determinar a maxima medida comum das duas
grandezas.

Estamos agora em condicdes de ilustrar geometricamen-
te a Subtrac¢do reciproca / Algoritmo de Euclides. Retome-
mos a determinacdo do m.d.c. (14, 32).
1. Partimos do par (14, 32). Construimos dois segmen-
tos de recta de comprimentos 32 e 14 ou seja um rec-
tangulo 32x 14.

32

14

2. A 32 retiramos 14, o maior nimero possivel de ve-
zes — 2, e resta 4, ou ao rectingulo 32x 14 retira-
mos o maior quadrado possivel — 14 x 14, o maior
ntmero de vezes possivel — 2, e resta um rectin-
gulo 4x14.



14 14 4

14

3. A 14 retiramos 4, o maior nimero possivel de vezes
— 3, e resta 2, ou ao rectingulo 4 x 14 retiramos o
maior quadrado possivel — 4 x4, o maior nimero
de vezes possivel — 3, e resta um rectingulo 4x 2.

4. A 4 retiramos 2, o maior nimero possivel de vezes
— 2, e resta zero, ou ao rectingulo 4 x 2 retiramos o
maior quadrado possivel — 2x 2, o maior niimero
de vezes possivel — 2, e acabamos de pavimentar o
rectingulo inicial 32x 14.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Por sermos defensoras da implementa¢io de uma metodolo-
gia que proporcione a todos os alunos oportunidades de vi-
véncia de diferentes tipos de experiéncias de aprendizagem,
estamos a propor uma sequéncia de tarefas que favoreca a
integracao da histéria da matemadtica no seu ensino.

Concretamente, as tarefas enquadram-se no programa
do 2.° ciclo no contetido dos divisores comuns de dois nu-
meros e na determinagdo do maximo divisor comum.

A utilizagdo dos processos designados por Subtracgdo
Reciproca e Algoritmo de Euclides, que surgiram ha cerca de

O lado deste tltimo quadrado retirado — 2, é o m.d.c.
(14, 32).

Notas

1. Pitagoras de Samos viveu na segunda metade do século
VI a.C. e fixou-se em Crotona onde fundou uma espé-
cie de confraria, a escola pitagérica.

2. Euclides de Alexandria escreveu os Elementos cerca do
ano 300 a.C.

3. Vide: S4, C. et al. (2000) (p. 277)

4. Teeteto nasceu perto de Atenas e viveu entre 417 e 369
a.C.

5. Traducdo de: http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/

elements/toc.html
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Nota: por op¢io das autoras, este artigo ndo obedece as regras do
novo acordo ortogréfico.

FroriNDA CoSsTA
MANUELA RIBEIRO
M* Jost CARINHA Bo1a

24 séculos, facilita a compreensado dos conceitos envolvidos
e proporciona um conhecimento histérico dos mesmos.

Esta sequéncia de tarefas é apoiada pelo artigo A deter-
minagdo do m.d.c. de dois niimeros e a Subtracgdo reciproca/
Algoritmo de Euclides.

FLORINDA COSTA
MANUELA RIBEIRO
MARIA JosE CARINHA BO1A
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