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Poligonos de Reuleaux e a

generalizacio de 7t

Jost Luiz PASTORE MELLO

Um mecanismo muito conhecido desde os tempos antigos
para o transporte de blocos de pedra consiste em apoia-los
sobre cilindros rolantes. Tal método, usado, por exemplo,
pelos antigos egipcios durante a construg¢do das pirdmides,
permitia que imensos monolitos fossem deslocados de ma-
neira relativamente estavel por conta de que cilindros s3o
sélidos formados por figuras de didmetro constante (cir-
culos) ao longo do seu comprimento, e isso assegura que
o bloco arrastado fique sempre a3 mesma distincia do chio
durante o transporte. A figura 1 mostra, em vista lateral,
um monolito sendo transportado sobre cilindros de didme-
tro da base igual a 1 m.

A pergunta que proponho ao leitor, para inicio da nos-
sa investigacdo, é a seguinte: além da forma circular, existe
alguma outra que, ao «rolar», também preserve fixa a dis-
tancia do bloco transportado até o solo?

Por estranho que pareca, além do circulo, existem infini-
tas outras formas geométricas planas de didmetro constante
e, sendo assim, qualquer sélido reto com sec¢des paralelas
a base (e que seguem seu comprimento) com uma mesma
dessas formas geométricas planas de didmetro constante
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Figura 1

serd um substituto do cilindro no problema em questio.

O tridangulo de Reuleaux é um exemplo simples de for-
ma geométrica plana nio circular de didmetro constante.
O nome desse tridngulo foi dado em homenagem ao en-
genheiro alem3o Franz Reuleaux que, no século 19, proje-
tou mecanismos envolvendo essa forma geométrica. Reu-
leaux é considerado por muitos historiadores da ciéncia
como sendo o pai da cinemadtica por suas contribuicdes a
essa area da fisica.

Apesar do nome, o tridngulo de Reuleaux n3o é propria-
mente um tridngulo, mas, sim, uma curva formada a par-
tir de um tridngulo equilatero da seguinte maneira: par-
tindo de um tridngulo equildtero ABC de lado L, fazemos
trés arcos de circunferéncia de raio L, centrados em A, B
e C, conforme indica a figura 2; a figura obtida é chamada
de tridngulo de Reuleaux.

Nio é dificil imaginar um sélido reto — com tridngulos
de Reuleaux nas secgdes paralelas — substituindo o cilindro
no problema do transporte do bloco. Ao «rolar» esse s6lido
sobre o chdo, a distincia entre o ponto do bloco em conta-
to com o sélido e o chio serd sempre de 1 m (figura 3)

Normalmente os textos de matematica se referem as fi-
guras como o circulo e o tridngulo de Reuleaux como for-
mas de largura constante, porém, por razdes particulares
que ficardo claras ao final deste artigo estamos dizendo que
sdo formas de didmetro constante. Neste caso, é importan-
te que seja esclarecido o que estamos chamando de didme-
tro de uma figura plana.

Sem apelo ao rigor matematico, imaginemos a seguin-
te situacdo: sejam r e s retas paralelas girando em torno de
uma curva fechada convexa A de forma que A sempre fique
«perfeitamente espremida» entre r e s, sendo P e Q os pon-
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tos de intersec¢do der e s com A (assuma que esses pontos
sejam unicos). Nesse caso, chamaremos a distincia entre
P e Q de um didmetro de A. Ao girarmos r e s na condi-
¢do estabelecida, podemos verificar «intuitivamente» que
o didmetro de A podera ser constante, como no caso do cir-
culo e do tridngulo de Reuleaux, ou nio, como no caso da
figura 4.

Aos leitores interessados em uma definicio precisa de
curvas de largura (didmetro) constante envolvendo conhe-
cimentos elementares de calculo recomenda-se a referén-
cia [1].

A titulo de ilustra¢do, na figura 5 indicamos o maior di-
ametro de trés curvas fechadas convexas.

De forma geral, chamamos de poligono de Reuleaux a
uma curva particular do universo das curvas de didmetro
constante, obtida a partir de um poligono convexo com a
regra descrita a seguir. O poligono de Reuleaux tem que
ser formado por arcos circulares, de mesmo raio, centra-
dos nos vértices opostos aos lados do poligono. Algumas
consequéncias e desdobramentos da definicio dada s3o:

Figura 5
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Circulo de centro C

(os didmetros sdo
constantes e iguais a PQ)

Elipse de centro C e eixo
maior PQ

(didmetros nio
constantes sendo o maior

deles de medida PQ)

Tridngulo qualquer

(o maior didmetro é PQ,
que é o maior lado do
tridngulo)



X+y-a-c

x = soma dos maiores lados do tridingulo ABC
(no caso da figura, x=a+Db)

Figura 6

1. S6 existem poligonos de Reuleaux obtidos a partir
de poligonos com ntmero impar de lados.

2. E possivel construir curvas de didmetro constante
a partir de tridngulos irregulares, porém, para que
um tridingulo possa ser usado como referéncia para
a construcdo de um tridngulo de Reuleaux ele tem
que ser regular (isso porque poligonos de Reuleaux
tém que ser formados por arcos circulares de mes-
mo raio). Veja na figura 6 uma curva que, apesar de
ter didmetro constante, e de ter sido obtida a partir
da referéncia de um tridngulo, n3o é denominada
de tridngulo de Reuleaux.

Observe que a figura 6 descreve um procedimento geral
para construc¢do de curvas de didmetro constante a partir
de tridingulos quaisquer. No caso particular em que o tri-
dngulo ABC é regular, com a=b=c, a constru¢do descrita
produzira trés arcos de mesmo raio, formando um trian-
gulo de Reuleaux.

Encontramos curvas de didmetro constante e, em par-
ticular, poligonos de Reuleaux em varios contextos aplica-
dos como, por exemplo, nas moedas britinicas de 20 e de
50 pence, que sdo aproximadamente heptagonos de Reu-
leaux. No caso dessas moedas, consegue-se uma estética
diferente do padrio circular mantendo-se o didmetro bem
determinado, que é um imperativo para o seu uso em ma-
quinas de refrigerantes ou de jogos. Uma curiosa aplica-
¢ao do tridangulo de Reuleaux se deve ao engenheiro inglés
Harry James Watt, que, em 1914, aproveitando as proprie-

dades da curva, concebeu uma broca de furadeira com eixo
flexivel para fazer furos com a forma aproximada de um
quadrado. A forma aproximada do tridngulo de Reuleaux
também é usada na fabrica¢io de algumas palhetas de vio-
l3o, e em alguns tipos de lapis e lapiseiras. Em ambos os
casos o que se supde é que curvas de didmetro constante
s3o mais ergondmicas para o manuseio.

ATIVIDADES COM CURVAS DE DIAMETRO
CONSTANTE NO ENSINO FUNDAMENTAL'

Nos, professores, frequentemente nos vemos diante de te-
mas matemdticos de grande potencial para mobilizar o in-
teresse matematico do aluno e, por vezes, desperdicamos a
oportunidade em mergulhar no assunto por julgé-lo com-
plexo. Em alguns casos, esse receio esta associado ao fato
de que o professor de matematica nio se sente confortavel
em contextos onde tem que abrir mio da precisdo da lin-
guagem, do rigor conceitual ou das demonstra¢des. Outro
ponto de vista, do qual compartilho, é o de que nio deve-
mos perder a oportunidade de abordar temas complexos
se por meio deles for possivel fazer matematica interessan-
te e desafiadora com nossos alunos. Nesse caso, é decisi-
vo para o éxito da aula que o professor faca uma boa sele-
¢do dos problemas que serdo propostos aos alunos, e que
faga uma escolha cuidadosa da escala de aprofundamento,
abrangéncia e rigor que ira utilizar.

A seguir s3o sugeridas algumas atividades com curvas
de didmetro constante no Ensino Fundamental que, se por
um lado abrem mio do aprofundamento que o tema exigi-
ria no escopo de uma pesquisa matematica, por outro tem
o mérito de colocar o aluno na linha de frente de interes-
santes problemas matematicos. Ao final de cada problema
segue a resposta e um comentario para aprofundamento
do professor no assunto em questao.

1) Calcule e compare as areas de um tridngulo de Reu-
leaux (Ay), formado a partir de um tridngulo equila-
tero de lado 1, e de um circulo (A) de didmetro 1.

Resposta: At = H_T‘/g <Ac=m

Comentario: Das curvas planas fechadas convexas de uma
dada largura constante, o tridngulo de Reuleaux é a de me-
nor area, o que é conhecido como teorema de Blaschke-Le-
besgue. Na terceira dimens3o, dentre todos os sélidos de
uma mesma largura constante dada, ainda nio se sabe qual
¢é o de menor volume. Curiosamente, o tetraedro de Reule-
aux (ou tetraedro esférico), que seria o sélido obtido a par-



(a) Moeda inglesa de 50 pence
(heptatogo de Reuleaux)

(c) Lépis cujas seccoes transversais tém a
forma aproximada de um tridngulo de Reuleaux

Figura 7

tir da intersec¢do de quatro esferas de raio r centradas nos
vértices de um tetraedro regular de aresta r, sequer é um
sélido de largura constante. Tal resultado foi demonstrado
em 1911 pelo matematico suico Ernest Meissner, que tam-
bém propds os ajustes necessarios ao tetraedro de Reule-
aux para transforma-lo em um sélido de largura constante
(sélido de Meissner). Um caso particular do problema em
questdo cuja solucdo ji é conhecida é: dentre os sélidos de
revolugdio que tém uma mesma largura constante dada, o
de menor volume é aquele obtido por meio da rota¢io do
tridngulo de Reuleaux em torno de um de seus eixos de si-
metria. Para mais detalhes, ver referéncia [2].

2) Calcule e compare os perimetros de um tridngulo
de Reuleaux (Py), formado a partir de um tridngu-
lo equilatero de lado 1, e de um circulo (P.) de di-
metro 1.

Resposta: Pr =P =7

Comentario: curvas de mesmo didmetro, como no caso
das figuras deste problema, apresentam sempre o mes-
mo perimetro. Esse resultado é conhecido como teorema
de Barbier.

3) Construa com régua e compasso um pentigono de
Reuleaux.

(b) Broca com a forma de tridngulo de Reuleaux para fazer

furos «quadrados» (o eixo é flexivel devido ao fato de que

nao ha um centro em posicao fixa)

(d) Palheta em forma aproximada
de um tridngulo de Reuleaux

Resposta: o procedimento é analogo ao do tridngulo
de Reuleaux, partindo de um pentagono regular.

Comentérios: E possivel construir curvas de didmetro
constante (formas de Reuleaux) a partir de qualquer po-
ligono, desde que ele tenha um nimero impar de lados
(figura 8).

4) Construa em papel cartdo um tridngulo de Reuleaux
e um circulo. As duas figuras tém que ter mesmo dia-
metro. Recorte-as com tesoura e mostre experimen-
talmente que, quando colocadas entre duas réguas

Figura 8
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Figura 9

posicionadas em paralelo, as réguas deslizam suave-
mente sobre as figuras, seja qual for sua posicio.

Resposta: ver figura 9.

Comentario: Havendo possibilidades, recomendo a cons-
trugdo de pecas em madeira ou metal a partir dos moldes
em papel cartdo obtidos pelos alunos. A respeito disso, nio
deixe de visitar a pgina-web indicada na referéncia [3].

UMA GENERALIZAGAO DE 7T

No circulo, a razdo entre o perimetro e o didmetro é deno-
tada por 7r. Agora que ampliamos a defini¢do de didmetro
de uma curva plana, é natural que se tenha interesse em
saber se a raz3o entre o perimetro e o didmetro é igual para
todas as curvas planas fechadas, limitadas e convexas mes-
mo sem didmetro constante.

Para essa investiga¢do, a partir de agora denotaremos
a generalizac3o dessa razdo por pi, e a definiremos da se-
guinte maneira:
. perimetro da curva (*¥) aqui chamaremos
picuron) = didmetro da curva  de didmetro da curva

ao valor mdximo dos
didmetros de que
haviamos definido
anteriormente.

Com essa definicdo, o valor de pi depende apenas da for-
ma da curva, e nio do seu tamanho. Por exemplo, verifi-
que vocé que:

pi (circulo) = 7

pi (tridngulo equilatero) =3

pi (tridngulo retingulo isosceles) =1 + 2 ~ 2,414

Sélidos em metal construidos a partir de moldes de circulo
e de tridngulo de Reuleaux.

perimetro do tridngulo

i (triAngul 1 =
pi (triangulo qualquer) comprimento do maior lado*

(*) Pode-se demonstrar que o didmetro de um tridngulo qualquer
sempre serd seu maior lado

pi (quadrado) = 22

(no quadrado, o didmetro ¢ a sua diagonal)

Talvez, neste momento, o leitor esteja levantando a hipé-
tese de que, dentre todas as curvas de mesmo didmetro, o
circulo seja a de maior valor de pi. Isso de fato é verdadei-
ro, porém, é necessario ressaltar mais uma vez que as cur-
vas permitidas nessa «disputa» devem ser fechadas, limita-
das e convexas, caso contrario seria perfeitamente possivel
encontrar uma curva de mesmo perimetro de um circulo e
com valor de pi maior do que 7T, como se vé na figura 10.

Pode-se demonstrar que, se o dominio de pi estiver res-
trito as curvas fechadas, limitadas e convexas, entdo o cir-
culo serd a curva que maximiza o valor de pi.

Ao analisarmos pi para os quadrilateros convexos, é fa-
cil demonstrar que os losangos nio quadrados tém pi me-
nor do que pi dos quadrados de mesmo perimetro, como
se vé na figura 11.

Um pouco mais dificil seria a demonstracdo do seguin-
te resultado: dentre todos os retingulos de lados x ey, o de
maior pi serd aquele com x=y, ou seja, o quadrado. Para uma
demonstracdo desse resultado, consulte a referéncia [4].

Além daquilo tudo que ja foi dito, um resultado ver-
dadeiramente surpreendente é o de que o quadrado, que
tem o maior pi dentre os quadrilateros usualmente chama-
dos de notaveis, ndo é o quadrilatero convexo de maior pi.
O quadrilatero convexo de maior pi é uma pipa? cuja in-
vestigacdo serd proposta em um dos exercicios sugeridos
a seguir.



Circulo de perimetro 1 e didmetro AB e curva nio

convexa de perimetro 1 e didmetro AB<AB. Segue que:
1 1

p1=ﬁ>ﬁzﬂ
B
Al
Bl
A

Figura 10

ATIVIDADES COM A GENERALIZAGCAO DE 7T
~No EnsiNno MEpi1o?

Intmeros problemas interessantes a respeito de curvas de
didmetro constante, e da generalizacio da razio entre o
perimetro e o didmetro de uma curva, podem ser propos-
tos para alunos do Ensino Médio, seja em aulas regulares
do curso, ou em clubes de matematica. A seguir, apresen-
to alguns exemplos.

1) Dado um retingulo em que o lado maior mede o do-
bro do lado menor, calcule pi desse poligono.

6v5

Resposta: pi (retangulo x por 2x) = =

Comentario: A atividade pode ser repetida para retingulos
com lados consecutivos de medidas cada vez mais proxi-
mas uma da outra como, por exemplo, x e 3x/2, x e 5x/4,
ou x e 9x/8. Em seguida, pode-se conjecturar que, quan-
do o comprimento do retingulo se aproxima de sua lar-
gura, pi (retingulo) aumenta e se aproxima, no limite, a
pi (quadrado).

2) A pipa PQRS esta inscrita no quadrado ABCD de
lado ¢, conforme figura abaixo. Se PQ=PS = {, mos-
tre que pi (pipa) serd maior do que pi (quadrado).
(Figura 12)

Resposta: Prove inicialmente que os dngulos inter-
nos da pipa medem 60°, 75°, 75° e 150°. Com uso

®

Quadrado de lado ¢, perimetro 4 e didmetro AB={y/2.
Losango de lado ¢, perimetro 4{ e didmetro AB>AB.
Note que AB<2¢ (condi¢do de existéncia do tridngulo).
Segue que (V2<AB<2le, portanto,
pi(quadrado) > pi(losango).

A "

Figura 11

da trigonometria os célculos conduzem ao seguin-

te resultado: pi (pipa) = 2 +2y2 — V3 ~ 3,035 > pi
(quadrado) = 22 ~ 2, 828.

Comentario: O caminho da demonstracio de que pi da pipa
analisada nesse problema é o maior valor possivel de pi
de um quadrilatero convexo pode ser encontrado na refe-
réncia [4].

3) Mostre que podemos inscrever a pipa do exercicio
anterior em um tridngulo de Reuleaux. Faca essa
construgio com régua e compasso.

Resposta: ver figura 13.

B Q C
P R
A S D

Figura 12



Figura 14

Figura 13

Comentario: Outro exercicio interessante seria o da inscri-
¢do de um hexagono em um tridngulo de Reuleaux. O he-
xagono obtido dessa maneira nio serd regular (é equilate-
ro, porém nio é equidngulo). Interessantes extensdes dessa
ideia podem ser encontradas na referéncia [5]. (Figura 14)

4) Compare os valores de pi de um tridngulo de Reu-
leaux e de um circulo, ambos calculados por meio
de uma nova férmula, indicada por pi*:

4 x Area da curva

PE {curva) (didmetro da curva)?
Resposta: Sendo C uma curva fechada, limitada, conve-
xa e de didmetro constante (largura constante), entdo
pi(C)=7. A férmula pi*(C) = (4 xarea interior a curva)/
(didametro da curva)? é equivalente a pi(C) =perimetro/
(didmetro da curva) para o caso em que C=circulo.
No caso do tridngulo de Reuleaux (TR), a compara-
¢do entre pi e pi* &:
pi(TR)=pi(circulo) = = pi*(circulo) >

> pi*(TR) = (271 — V/3)
Desdobramentos desse resultado podem ser encon-
trados em [4].

5) Seria possivel construir uma bicicleta cujas rodas te-
nham a forma de tridingulos de Reuleaux?

Resposta: Sim. Ver o video de uma bicicleta assim na
referéncia [6].

Comentario: A principal dificuldade nessa construc¢do é a
de que, diferentemente de um circulo, o tridngulo de Reu-
leaux n3o tem um centro fixo. Ver referéncia [7]. Recomen-
damos também ao leitor que assista ao episédio de Isto é
Matematica , apresentado por Rogério Martins, que trata
do tema explorado neste artigo [8]

Agradecimento. O autor agradece ao Prof. Sérgio
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Notas

1 No Brasil, o Ensino Fundamental correspon-
de aos primeiros 9 anos de escolaridade do es-
tudante que, em situa¢io normal, conclui esse
ciclo escolar com 14/15 anos de idade.

2 No Brasil, o termo pipa € utilizado para desig-
nar um papagaio. [Nota do editor]

3 No Brasil, o Ensino Médio corresponde aos 3
ultimos anos da escola basica. Em situa¢io nor-
mal o estudante conclui esse ciclo escolar com
17/18 anos de idade.
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