Sobre o quadrado magico de Diirer

O nosso leitor e colaborador, engenheiro Alberto 20 FOR I=1 TO 16
Canelas, aceitou o desafio de descobrir, no quadrado 25 FOR J=I+1 TO 16
madgico de Durer (Fig. 1), todos os quadrildteros cujos 30 FOR K=J+1 TO 16
vértices tém por soma 34. 35 FOR L=K+1 TO 16
40 LET X=A(I)+AJ)+AK)+A(L): LET A=A+1
45 IF X=34 THEN LPRINT I; ** ’; J; ** ""; K;
ﬂ@ 3 2 ﬂ% “ L, LET B=B+1

50 NEXT L: NEXT K: NEXT J: NEXT 1

5110|1 |8 6 LPRINT

65 LPRINT A; ““CASOS TOTAIS”

9 @ 7 ﬂz 70 LPRINT ,
75 LPRINT B; ““‘CASOS FAVORAVEIS™
A} ﬂ 5 ﬂ 4 ﬂ o qual conduz aos seguintes dados de saida:

Figura 1 (n 1 2 3 4 44) 3 6 9 13
. 2 1 29 10 45 3 7 10 14
Publicamos de seguida a sua resposta. 3 1 39 1 46) 3 9 10 15
(...) @ 1 4 7 14 47 4 5 12 13
«Vamos representar esquematicamente, ¢ identificar, s 1 5 9 13 (48) 4 6 14 15
os vértices: 6) 1 6 7 9 49) 4 8 114
m 1 8 9 16 50 5 6 7 8
R | 5 .9 13 ® 2 3 14 15 s 5 7 1012
9 2 4 13 15 (52) 5 10 11 13
(10) 2 6 7 13 (53) 6 8 9 11
B 6 .10 .14 an 2 17 8 14 (54) 6 100 15 16
(12) 2 8 13 16 55) 7 9 12 15
3 7 A1 15 (13) 3 4 6 10 (56) 8 100 11 16
(14 3 4 13 14 (57) 9 1l 13 15
4 .8 12 .16 Figura 2 (15) 3 5 12 14 (58) 13 14 15 16
(16) 3 6 12 16 (59) 1 2 7 11
Consideremos, ainda, que 4 pontos, desde que 3 ndo an 3 8 9 4 60 13 5 7
sejam colineares, definem um, e um s6, quadrildtero. s & 2 & I3 oy L & 3 19
O niimero total de quartetos ndo ordenados e sem repe- e L S i 4 % 18
T . ’ e 200 4 8 9 13 ©3 1 5 12 16
ticoes ¢ dado por: @n 4 10 11 15 hH 17 10 16
lec, = 1820 22 5 6 13 14 65 2 3 11 13
23 5 8 9 12 66 2 4 10 12
Sdo muitos quadrildteros a testar! Mesmo excluindo 2H 6 7 16 | 67 2 5 12 15
os casos de colinearidade (10 + *Ca x 10 x 12 + 4 x @5 6 9 12 M4 68 2 6 11 13
_ B 26) 7 8 15 16 ©Hy 2 8 9 IS
13 = 542), ficamos com 1278 quadrildteros a testar, on 7 12 13 16 am 2z 1l 12 14
o que é ainda muito! Vamos, entdo, utilizar um pro- 28 9 10 13 14 ah 3 4 1 12
grama de computador em GW-BASIC através do qual @9 11 12 15 16 ) 3 5 8 T
determinaremos todos os quartetos ndo ordenados e sem (30) 1 2 5 6 73 3 6 114
repeti¢des cuja soma € 34 (dos quais excluiremos pos- 3D 1 2 15 16 4 3 7 115
teriormente os casos de colinearidade). O programa ¢ (32) 1 3 14 16 (75 3 10 13 16
o Seguin[e; 33 1 4 9 15 (76) 4 6 7 12
B4 15 114 an 4 7 10 13
5 LET A=0: LET B=0 (35) 1 6 11 16 (78) 4 8 12 16
10 DIM A(16) (36) 2 3 7 12 (79 5 6 11 12
15 LET A(1)=16: LET A(2)=5: LET A(3)=9: ‘i;’ s 3 g ?0 ‘g‘l’) g fo :; :g
LET A(4)=4: LET A(5)=3: LET A(6)=10: }'39; S0 1 fszi e s 4 1
LET A(7)=6: LET A(8)=15: LET A(9)=2: @) 2 7 0 15 @) 7 8 9 10
LET A(10)=111 LET A(l[)=7 LET A(12)=14 “@n 2 9 12 13 84) 7 11 13 14
LET A(13)=13: LET A(14)=8: LET A(15)=12: 42) 3 4 7 8 (85) 9 0 11 12
LET A(16)=1 (43) 3 5. 6 15 (86) 10 12 14 16
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1820 CASOS TOTAIS
86 CASOS FAVORAVEIS

Nos 86 casos favordveis hd 14 casos de colinearidade.
Portanto existem 72 quadrildteros cujos vértices
«somam» 34.

Alberto Canelas

Os 14 casos de colinearidade, identificados por
Alberto Canelas, correspondem aos quartetos: (1), (5),
(35), (36), (39), (44), (49), (50), (58), (74), (77), (78),
(81), e (85).

Dos 72 quadrildteros que cumprem a condi¢do espe-
cificada, sdo concavos os que correspondem aos quar-
tetos: (4), (6), (10), (11), (21), (43), (46), (52), (56),
(70), (75) e (76). Destes destacamos o (56) e o (76) por
terem uma forma curiosa que lembra um boomerang
(fig. 3).
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De notar, ainda, uma certa regularidade na sua dis-
tribui¢do. De facto, sdo simétricos a uma das mediatri-
zes do quadrado, o mesmo se passando com os
quadrildteros (43) e (46).

J4 os quadrildteros (4) e (75), congruentes entre si,
podem resultar um do outro por uma rotagao de 180°
em torno do centro do quadrado mdgico. O mesmo se
pode dizer de (10) e (21) (fig. 4).
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Figura 4

Sao também 12 os quadrildteros convexos ndo trapé-
zios: (12), (16), (18), (25), (27), (33), (38), (41), (48),
(55), (61), (72). Também, entre estes, temos 0s que
resultam um do outro por rotagdo de 180°. Veja-se os
casos dos quadrildteros (18) e (41) ou dos quadrildteros
(12) e (33). Um caso curioso é o dos papagaios, (25),
(38), (55), e (72), cada um dos quais tem um simétrico,
relativamente a cada uma das mediatrizes (fig. 5).
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Figura 5

Sao ainda doze os quadrados: o quadradao (62) coin-
cidente com o quadrado mégico; quatro quadrados, (3),
(66), (80), e (82), cada um dos quais com um vértice
coincidente com vértice do quadrado madgico (fig. 6);
dois quadrados, (15) e (69), com todos os vértices assen-
tes sobre os lados do quadrado mdgico (fig. 7); cinco
quadradinhos, um coincidente com a quadricula central,
(24), e outro correspondendo as quadriculas com vérti-
ces coincidentes com os do quadrado magico, (28), (29),
(30) e (42).
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Figura 6 Figura 7

Os rectangulos sao, igualmente, 12: dois rectingulos
1x3, (8) e (23), perpendiculares entre si (fig. 8); quatro
rectingulos 1x2, (37), (57), (60) e (86), cada um dos
quais com um dos vértices coincidente com um dos vér-
tices do quadrado madgico (fig. 9); também quatro rec-
tangulos 2x1, (2), (22), (26) e (71), nas mesmas
condigoes; finalmente, 2 rectangulos (17) e (67) cujos
lados maiores sdo paralelos a uma das diagonais (fig.
10).
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(17) e (67)

Figura 10

Existem, ainda, 2 losangos, cujas diagonais maiores
coincidem com as diagonais dos quadrados: (19) e (64)
(fig. 11).
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Figura 11

Trapézios sdo quatro, (13), (54), (59) e (84), todos
eles isésceles e cada um deles com um dos vértices coin-
cidente com um vértice do quadrado de Diirer (fig. 12).
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Finalmente, sdo 18 os paralelogramos obliquangulos.
Com a excepcio de dois, (34) e (65), todos os outros
tém dois sdsias congruentes: um é o seu simétrico rela-
tivamente a uma das mediatrizes; o outro resulta da rota-
¢do em torno do centro do quadrado inicial. Assim, por
exemplo, o (51) tem um simétrico relativamente 3 media-
triz que € o (53) e por rotag¢do do (51) obtém-se o (73);
este por sua vez tem um simétrico que é o (40).
Rodando, por sua vez, o (40) obtém-se o (53) (fig. 13).
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(51) é o simétrico de (53) (51) e (73)
Figura 13

Idénticas situagGes se verificam entre os paralelogra-
mos (14), (20), (31) e (63); (7), (9), (32) e (47); (45),
(68), (79) e (83).

Trata-se, de facto, de um mdgico quadrado mégico!

Leonor Moreira
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