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0 Problema de Monty Hall

- O problema de Monty Hall, também conhecido como o pro-
»  blema das 3 portas, surgiu a partir de um concurso televisivo
dos Estados Unidos apresentado por Monty Hall na década de
. 1970. O concurso chamava-se «Let’s Make a Deal» e inclufa o
«? ; a seguinte jogo:

" SAo apresentadas ao concorrente trés portas fechadas e este € infor-
;g&‘ mado que atrds de uma das portas existe um bom prémio (automé-
= vel) e atrés das outras duas estdo prémios sem valor. Numa primeira
| etapa o concorrente deverd escolher uma das portas para ficar com
| o prémio que esta oculta. Na segunda etapa, apés a escolha do con-
\ corrente, o apresentador, que sabe onde estd o bom prémio, abre
| uma das portas nfo escolhidas, que nfo esconda o automével. Na
terceira etapa do jogo o concorrente pode optar por manter a potta
| que escolheu no inicio ou trocar a sua escolha para a outra porta
- nfo aberta.

f Coloca-se a questdo: O que serd mais vantajoso para o concor-
rente, manter a escolha que fez na primeira etapa ou trocar a
porta escolhida para abrir?
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Intuitivamente somos levados a pensar que, em termos pro-
babilisticos, serd indiferente trocar ou nfo a porta escolhida,
mas na verdade o concorrente tem mais hip6teses de ganhar se
decidir trocar a sua escolha inicial.

A ideia da igualdade de hipéteses de ganhar trocando ou |
ndo de porta «esquece-se» que o apresentador ndo abre uma
das portas nfio escolhidas ao acaso, mas sim garantido que néo
mostra o automével escondido.

0 Problema de Monty Hall nos manuais de matematica

Este problema (na sua forma original ou com pequenas varia-
¢Bes) é apresentado em alguns manuais de matemdtica, quer do
3.° ciclo do ensino bésico quer do ensino secundério, embora
nem sempre apresentem a resolu¢iio e um deles sugira uma
soluco que nfo € a correcta.

O manual XegMat, 12.° ano, Volume 1 apresenta o problema
e sugere a seguinte resolucfio:

Sem perda de generalidade, suponha-se que o concorrente
escolhe a porta 1. Na tabela 1 encontram-se todas as possibili-
dades existentes.
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Se o concorrente mantém a sua escolha, sé ganha no caso 1
enquanto que, se trocar, ganha nos casos 2 e 3. Assim, as pro-
babilidades de sucesso mantendo ou trocando a escolha inicial
s30 1/3 e 2/3, respetivamente.

No manual Plg, do 9.° ano, o problema surge com uma
variacio e é apresentada uma solucio errada.

O enunciado trata também de um concurso em que um con-
corrente tem de escolher uma das trés portas, onde apenas uma
esconde um automével. Apés a escolha da porta e supondo que
o concorrente escolhe a porta 3, o apresentador do concurso
abre a porta 1, mostrando que esta nada escondia.

Ele pergunta ao concorrente se pretende trocar esta montra
por outra com 5 portas, onde duas delas escondem um automé-
vel, mas as restantes trés escondem um espaco vazio. A questio
final € qual a decisdo mais acertada a tomar pelo concorrente.

A solugdo apresentada pelo manual é que o concorrente néo
deve trocar de montra. Ora tal ndo estd correto pois a probabi-
lidade de ganhar dado que n3o troca de montra é a mesma, isto
é 1/3, e a probabilidade de ganhar ao trocar de montra passa a
ser 2/5, sendo por isso mais vantajoso trocar de montra.
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Este problema de probabilidades, por ter uma solucdio con-
tra-intuitiva, gera alguma confusio e a resoluciio apresentada
(em tabela) muitas vezes «vence mas nfio convence» algumas §
mentes, quer de alunos quer de professores. A‘

O manual Projeto Desafios, Matemdtica 12.° ano, Volume 1
também apresenta este problema (na versio original) mas com
uma resolugio diferente. O livro foi editado recentemente (ano “*
2012) e é 0 Unico, de que temos conhecimento, a referir as =
probabilidades condicionadas na resolugiio do problema. i |

De seguida apresentamos uma resolugio do problema utili- -~ =
zando as probabilidades condicionadas e a regra das probabili-
dades totais. Serd talvez ttil recordar estes conceitos antes de .
apresentar a resolucfio. '

Revisao de conceitos de probabilidades

Dados dois acontecimentos nio impossiveis A e B a probabi-
lidade condicionada de A sabendo B representa-se P(A/B) e é
dada por

P(ANB)
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Figura 1. llustracdo de uma particdo.

Repare-se que a equagiio pode ser escrita na forma
P(A N B) = P(A/B) X P(B).

Analogamente, considerando a probabilidade condicionada
de B sabendo A, podemos escrever P(A N B) = P(B/A) X P(A).

A regra das probabilidades totais diz que dada uma particio
(A, Az ooy Aycom A;NAj =@ Vi#jelJA; =0) do espago
de resultados Q, a probabilidade de qualquer acontecimento
A € Q é dada por

n
P(A) = Y, P(AJA) X P(A;).
=1
A Figura 1 apresenta um exemplo de um espaco de resultados
onde existe uma particio com 5 elementos.

O teorema de Bayes estabelece que dados dois aconteci-
mentos ndo impossiveis A e B a probabilidade condicionada
de A sabendo B pode ser escrita recorrendo a probabilidade
condicionada de B sabendo A da seguinte forma:

P(B/A) x P(A
B P KR

Resolucao do problema de Monty Hall

Admitamos, sem perda de generalidade, que o automdwel estd por
detrds da porta 1. Consideremos o esquema do jogo que se apre-
senta na Figura 2, onde (E Pi) representa o concorrente escolhe
aporta i e (A Pi) representa o apresentador abre a porta i.

Repare-se que a decisdo do apresentador sobre qual a porta
a abrir na segunda etapa do jogo é condicionada pela escolha
feita pelo concorrente na primeira etapa. Quando o concor-
rente escolhe uma porta que nfo esconde o automével, o apre-
sentador s6 pode abrir uma das restantes portas sem o mostrar.
Repare-se também que a decisfio do concorrente na terceira
etapa do jogo € condicionada pelo fato de se ter aberto uma das
portas. Mas a probabilidade de decidir trocar (ou nio) é sempre
a mesma, sejam quais forem as portas escolhida e aberta nas
etapas anteriores.

Para responder & questdo «O que serd mais vantajoso para
o concorrente, manter a escolha que fez na primeira etapa ou
trocar a porta escolhida para abrir?» vamos comparar a pro-
babilidade do concorrente ganhar o automével se trocar de
porta escolhida P(GANHAR/TROCA) com a probabilidade do
concorrente ganhar o automével se nfo trocar a porta escolhida
P(GANHAR/NAO TROCA).
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Comecemos por calcular a probabilidade do concorrente
ganhar o automével se trocar de porta escolhida utilizando a
defini¢io de probabilidade condicionada

P(GANHAR N TROCA)
P(TROCA)

P(GANHAR/TROCA) =

Relembrando que assumimos que o automdwel estd ocultado
por detrds da porta 1 e usando os conceitos de probabilidades
jd revistos e os valores das probabilidades apresentados no
esquema da Figura 2 temos:

P(GANHAR N TROCA) = P((EP2 N AP3) N TROCA)+
+P((EP3 N AP2) N TROCA)
= P(TROCA/(EP2 N AP3)) X P(EP2 N AP3)+
+P(TROCA/(EP3 N AP2)) X P(EP3 N AP2)

= é x P(AP3/EP2) x P(EP2) + 2 x P(AP2/EP3) x P(EP3)
I I T e
SoXIX—+=XIX-=—=~
2 3 2 3 &3
Obviamente, a probabilidade do concorrente trocar de porta é

1/2 mas apresentemos os célculos, apenas para, mais uma vez,
ilustrar o uso da regra das probabilidades totais.

P(TROCA) = P(TROCA N (EP1 N AP2))+
+P(TROCA N (EP1 N AP3))+
P(TROCA N (EP2 N AP3)) + P(TROCA N (EP3 N AP2)) =
P(TROCA/(EP1 N AP2)) x P(EP1 N AP2)+
+(TROCA/(EP1 N AP3)) X P(EP1 N AP3)+
P(TROCA/(EP2 N AP3)) X P(EP2 N AP3)+
+P(TROCA/(EP3 N AP2)) x P(EP3 N AP2) =

% x P(AP2/EP1) X P(EP1) + % x P(AP3/EP1) x P(EP1)+

2 x P(AP3/EP2) x P(EP2) + i x P(AP2/EP3) x P(EP3) =

I I I I _I_ I I 1 1 1 6 1
—X—=X=—F+—X=X-F+—=-XIX-+-XIX-=—==
2 2 3 2 2 3 2 3 2 3 12 2
Assim 1
P(GANHAR/TROCA) = 2 = 2
5 3
=122
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Figura 2. Esquema do problema de Monty Hall

Repare-se que uma vez que

P(TROCA/(EP1 N AP2)) = P(TROCA/(EP1 N AP3)) =
= P(TROCA/(EP2 N AP3)) =

P(TROCA/(EP3 N AP2)) = é = P(TROCA)

2013

Apresentador abre

P(AP2/EP1) = %

P(AP3/EP2) =1

Terceira etapa
Concorrente decide trocar
ou ndo de porta

P(TROCA/(EP1 N AP2)) = 2

NAO TROCA

P(NAO TROCA/(EP1 N AP2)) = %

P(TROCA/(EP1 N AP3)) = é

NAO TROCA

P(NAO TROCA/(EP1 N AP3)) = 2

P(TROCA/(EP2 N AP3)) = 2

NAO TROCA

P(NAO TROCA/(EP2 N AP3)) = _:.

P(TROCA/(EP3 N AP2)) = %

NAO TROCA

P(NAO TROCA/(EP3 N AP2)) = 2

temos entfo, de forma simplificada,
P(GANHAR/TROCA) = P(AP3/EP2) x P(EP2)+
+P(AP2/EP3) x P(EP3) =

I I 2
IX=—+IX~- ==
3
Vejamos agora a probabilidade do concorrente ganhar o auto-
mével se nfio trocar a porta escolhida.
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P(AUTP3 N AP1)

P(AUTP3/AP1) = T

P(AP1/AUTP3) x P(AUTP3)

~ P(APY/AUTP1) x P(AUTPI) + P(APY/AUTP2) x P(AUTP2) + P(APYAUTP3) x P(AUTP3)
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Figura 3

Dado que a probabilidade de ganhar se trocar a porta escolhida
é2/3entdoobrigatoriamente P(GANHAR/NAO TROCA) = 1/3,
mas apresentemos os calculos para chegar a este valor a partir do
esquema desenhado para o problema de Monty Hall e usando as
probabilidades condicionadas.

= P(GANHAR N NAO TROCA)
P(GANHAR/NAO TROCA) = =
( / ) P(NAO TROCA)
P(GANHAR/NAO TROCA) =

P((EP1 N AP2) N NAO TROCA)+
+P((EP1 N AP3) N NAO TROCA) =
P(NAO TROCA/(EP1 N AP2)) x P(EP1 N AP2)+
P(NAO TROCA/(EP1 N AP3)) x P(EP1 N AP3) =
% x P(AP2/EPr) x P(EP1) + 2 x P(AP3/EP1) x P(EP1) =
I 1. 1 I 1 1 2 1
—X=X-F+-—X=—X-=—=—
2 2 3 2 2 3 12 06

A P(NAO TROCA) = 1/2 e consequentemente a
I

P(GANHAR/NAO TROCA) = & = L,
2

Mais uma vez podemos simplificar os cdlculos dado que

P(NAO TROCA/(EP1 N AP2)) =
= P(NAO TROCA/(EP1 N AP3)) =
P(NAO TROCA/(EP2 N AP3)) =
= P(NAO TROCA/(EP3 N AP2)) = —;
= P(NAO TROCA)
E entdo
P(GANHAR/NAO TROCA) = P(AP2/EP1) x P(EP1)+
+(P(AP3/EP) x P(EP1) =

I I I I I

—X-—+=-X-=-
2 3 2 3 3
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Concluimos pois que é mais vantajoso para o concorrente
trocar a porta escolhida para abrir na primeira etapa do jogo,
pela outra porta que permanece fechada na terceira etapa, uma
vez que

P(GANHAR/TROCA) = ?

P(GANHAR/NAO TROCA) = ;

Voltemos 4 questdo apresentada no manual Plg, em que o
concorrente jd escolheu a porta 3 e o apresentador j4 abriu a
porta 1. Admitamos que o concorrente no troca de montra. A
probabilidade de ganhar o automével é entdo P(AUTP3/APr)
onde (AUT Pi) representa o automével estd por detrds da porta i
e, como antes, (A Pi) representa o apresentador abre a porta i.
Verifiquemos, usando o teorema de Bayes e a regra das proba-
bilidades totais, que a probabilidade de ganhar é realmente 1/3
(figura 3).

Com este texto esperamos ter contribuido no sé para escla-
recer quaisquer davidas sobre a solugio correta para o problema
de Monty Hall, como também para ajudar o professor de mate-
mética a clarificar a questdio aos seus alunos.
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