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Figural Figura 2

com a dificuldade de fazer algumas construcdes com régua e
compasso tais como (figura 1):

e Duplicagdo do cubo

e Trissegdo do angulo

e Quadratura do circulo

Estes sdo chamados de problemas cléssicos da matematica grega,
tendo sido alvos de estudo por mais de 2000 anos. Apenas no
século XIX, com o desenvolvimento da matemética se provou
que eram impossiveis.

Os gregos ao tentarem arranjar construgdes para os poligonos
regulares, aperceberam-se que havia problemas na construciio
de certos poligonos. A resposta ao problema surge quase 20
séculos depois de sua origem.

2. Poligonos regulares

Um poligono diz-se regular se todos os seus lados forem iguais
entre si e os Angulos internos também. Um poligono regular diz-
se inscrito numa circunferéncia quando todos os seus vértices
pertencem a essa circunferéncia. Neste caso, a circunferéncia
diz-se circunscrita ao poligono e o seu centro chama-se circun-
centro do poligono.
Num poligono regular, inscrito numa circunferéncia, pode-
mos notar que:
e os lados sdo cordas da circunferéncia geometricamente
iguais.
® acordas iguais correspondem &ngulos ao centro iguais.
® adangulos ao centro iguais correspondem arcos geometrica-
mente iguais.

Assim, a inscricio de um poligono regular com 7 lados numa
circunferéncia € equivalente a divisdo da circunferéncia em n
partes iguais.

Nos Elementos, obra de grande importancia na matemdtica,
Euclides apresenta-nos as construgdes para inscrever numa cir-
cunferéncia poligonos regulares com 3, 4, 5 e 15 lados. Acresce
que os gregos, partindo de um poligono com n lados sabiam
construir o poligono com 2% lados bissetando os angulos ao
centro do poligono com n lados, a este processo chamavam
duplica¢fio do nimero de lados. Assim tinham facilmente a
construgfio de poligonos regulares com 6, 8, 10, 12, 16, 24,
30, ... lados.
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Um poligono regular diz-se construtivel se existir uma
construgfio exata desse poligono que use apenas régua (ndo
graduada) e compasso.

3. Construcdes de alguns poligonos regulares

Construgdo de wm triangulo equildtero inscrito numa

circunferéncia (figura 2)

® Desenha-se uma circunferéncia e traca-se um didmetro.

e Traga-se um arco com raio igual 2 metade do didmetro de-
senhado e com centro num dos extremos desse didmetro.

® Marcam-se os pontos B e C, que so os pontos de interseciio
da circunferéncia com o arco desenhado anteriormente.

Os pontos A, B e C sdo os vértices de um tridingulo equilétero.

Construgdo de um quadrado inscrito numa circunferéncia

(figura 3)

® Desenha-se uma circunferéncia de centro O e traca-se um
diametro [AC].

®  Traga-se um didmetro perpendicular ao didmetro desenha-
do. Seja o segmento [BD] esse didmetro.

Os pontos A, B, C e D sdo os vértices de um quadrado.
Nota: Cada 4ngulo ao centro é reto.

Construgdo de um pentdgono regular inscrito numa circunferéncia

(figura 4)

e  Desenha-se uma circunferéncia de centro O.

e Tragam-se dois didmetros perpendiculares, [AB] e [CD].

® Determina-se M, o ponto médio do segmento [OD].

e Com centro em M, traca-se um arco de raio MA que inter-
sete o didmetro [CD] no ponto N.

e Com centro em A, traca-se um arco de raio AN e determi-
na-se o ponto H.

e O segmento [AH] é o lado do pentdgono regular.

e Constréi-se o pentdgono regular de vértices A, E, F, G
e H.

Construcdo de um hexdgono regular inscrito numa circunferéncia

(figura 5)
® Desenha-se uma circunferéncia de centro O e traca-se um
diametro [AB].
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®  Com centro em A, traga-se o arco DE que passe por O.
e Com centro em B, traga-se o arco CF que passe por O.

Os pontos A, B, C, D, E e F so os vértices de um hexdgono
regular.

Construcdo de um heptdgono inscrito numa circunferéncia

(figura 6)

e  Desenha-se uma circunferéncia de centro O e traca-se um
didmetro [RL].

e Traga-se um arco com centro em L, que passe por O e mat-
cam-se os pontos A e P.

e  Une-se os pontos A e P e marca-se M, o ponto médio do
segmento [OL]. L

e Com centro em A traga-se um arco de raio AM e mar-
ca-se 0 ponto B, interse¢io do arco desenhado com a
circunferéncia.

e Tomando como medida o arco AB, utilizando o compasso
determina-se os pontos C, D, E, F, G.
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Os pontos A, B, C, D, E, F e G, sdo vértices de um heptigono.

Utilizando a construgfio acima, consegue-se obter um hepta-
gono inscrito numa circunferéncia. Contudo este heptdgono
nfo é regular, pois os lados nfio tém o mesmo comprimento.
Vejamos os dois heptdgonos (figura 7) que foram construidos
usando o processo descrito anteriormente.

Ambos os heptdgonos tém 6 lados iguais e um que difere dos
outros, assim estes heptdgonos nfo sdo regulares. A construciio
do heptdgono regular inscrito numa circunferéncia foi um
problema para os gregos. Estes nfo conseguiam encontrar uma
construgio exata que usasse apenas régua e compasso, daf a sua
construgio ndo aparecer nos Elementos de Euclides. Encontrar
uma construgio exata para um heptdgono regular foi algo que
intrigou nfo s6 os gedmetras, mas também fisicos, padres, fun-
ciondrios das finangas, etc. Todos arranjaram construgdes para
o heptdgono regular, contudo eram aproximadas ou utilizavam
outros instrumentos para além da régua e do compasso. De facto,
ndo é possivel dividir a circunferéncia em 7 partes iguais, logo é
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impossivel, como veremos mais 2 frente, construir o heptigono
regular usando apenas os dois instrumentos de desenho. O hep-
tdgono regular € o poligono com menor nidmero de lados que
ndo é construivel, a construgio dada anteriormente é apenas
uma constru¢io aproximada.

Construgdo de um octégono regular inscrito numa circunferéncia

(figura 8)

e  Desenha-se uma circunferéncia de centro O.

® Divide-se a circunferéncia em 4 partes iguais e marcam-se
os pontos A, C, Ee G.

e Traga-se a bissetriz de cada 4ngulo reto obtido no passo
anterior.

e Marcam-se os pontos B, D, F e G, interseciio da circunfe-
réncia com as bissetrizes desenhadas.

Ospontos A, B, C, D, E, F, G e H, sdo vértices de um octégono
regular.

Depois do heptdgono regular, surgiu dificuldade em se arranjar
uma construgio exata para o enedgono. A construgio do decs-
gono pode ser feita bissetando os 5 4ngulos ao centro do pen-
tdgono regular. Seguiu-se a construgio do undecdgono, que ao
longo de anos foi alvo de estudo, para se encontrar uma constru-
¢do exata. A construgfio do poligono regular com 12 lados pode
ser obtida utilizando a construcio do hexdgono regular, através
da duplicacfio do ndmero de lados. As construges do tridecd-
gono e do tetradecdgono, ndo estavam presentes nos Elementos
de Euclides, e ao longo dos tempos nfo se encontrava uma
construcio exata. Uma vez que a constru¢io de um poligono
de 2n lados pode ser feita a partir da construcio do poligono
de n lados, a inexisténcia de construgiio para os poligonos com
7,9, 11 € 13 lados, levou a que nfo se conseguisse construir os
poligonos regulares com os seguintes lados: -
7, 14, 28, 50, ...
9, 18, 36, 72, ...
11,22, 44,88, ...
13, 26, 52, 104, ...
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Existem poligonos regulares que podem ser construidos usando
a construgio de dois outros poligonos regulares, como mostra o
seguinte resultado.

Se 0s poligonos regulares com m e n lados forem construtiveis
e o m.d.c(m,n) =1 entdo o poligono regular com mn lados
também é construtivel.

Este resultado pode ser usado para a construgiio do pentadecs-
gono regular. Como o m.d.c(3,5) = 1, 0 poligono com 15 lados
pode ser construido utilizando o tridngulo equilétero e o penta-
gono regular, como veremos a seguir.

Construcdo de um pentadecdgono regular inscrito numa circunferén-

cia, utilizando a construcdo do triangulo equildtero e do pentdgono

regular (figura g)

e Desenha-se uma circunferéncia de centro O.

® Desenha-se um pentdgono regular de vértices A, D, G, J,
M inscrito na circunferéncia desenhada.

® Desenha-se um tridngulo equildtero de vértices A, F, K,
tal que um vértice seja comum ao pentigono, neste caso o
ponto A.

° O segmento de reta [FG] é o lado do pentadecigono
regular.

e  Constréi-se o pentadecdgono regular de vértices A, B, C,
D,EF, G HIJ,KLMNeP.

Com a constru¢fio do octégono, facilmente se pode construir
um hexadecdgono. A procura de solu¢des exatas para a cons-
trugio de certos poligonos regulares durou quase 2000 anos,
em que imensos matemadticos e ndo sd, tentaram encontrar
construgdes precisas, mas apenas obtinham solugdes aproxima-
das ou que precisavam de outros materiais, para além dos dois
instrumentos bésicos de desenho.

Y. Resposta ao problema

Em 1796, Gauss, matemdtico alemfo, com apenas 19 anos
apresentou uma constru¢io para o poligono de 17 lados. Mais
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tarde, em 1801, Gauss deu a solugiio geral, pela qual ficamos
a saber que poligonos regulares podem ser construidos usando
apenas régua e compasso.

E possivel construir, apenas com régua e compasso, um
poligono regular com n lados se e s6 se, n for uma poténcia
de 2 (maior ou igual a 4) ou o produto de uma poténcia de 2
por primos de Fermat distintos.

4.1 Primos de Fermat

Fermat, matemadtico francés, conjeturou que os termos da suces-
sdo de termo geral, 1, = 22" + 1 eram primos. Hoje sabe-se que
a conjetura é falsa, pois:

n=0 |uUy,=3 primo
n=1 |u; =3 primo
n=2 |U,=17 primo
n=3 |u; =257 primo
n=4 |u, = 065537 primo
n=5 |us = 4294967297 |ndo € primo

Atualmente, sfo apenas conhecidos 5 primos de Fermat:
3 151 17 | 257 | 65537

Utilizando o resultado do Gauss, fica mostrado que realmente o
heptdgono regular nfo € construtivel com régua e compasso.
Se ndo houver mais nenhum primo de Fermat, apenas exis-

tem 31 poligonos com um ndmero {mpar de lados, que se podem

inscrever numa circunferéncia:

e 5 em que o ndmero de lados é um primo de Fermat.

® 1o em que o ndmero de lados é produto de dois primos de
Fermat.

® 10 em que o nimero de lados € produto de trés primos de
Fermat.

2013

® 5emque o ndmero de lados € produto de quatro primos de
Fermat.

® 1 em que o ndmero de lados é produto dos cinco primos de
Fermat.

Dados todos estes poligonos regulares construtiveis que t8m um
ndmero {mpar de lados, se a estes se juntar o quadrado, entfo
todos os outros poligonos regulares podem ser obtidos 4 custa
destes, por sucessivas duplicagdes do niimero de lados. Existe
assim, uma infinidade de poligonos com um nimero par de
lados que sdo construtiveis.

Os poligonos regulares com menos de 300 lados, que podem
ser construidos com régua e compasso s3o, 0s que tém:

3, 4,5,6,8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34,
40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102, 120, 128,
136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272 lados.

Foram necessdrios quase 20 séculos para que se conseguisse
caracterizar os poligonos regulares construtiveis. Uma vez que
o resultado de Gauss depende dos primos de Fermat e s6 sdo
conhecidos 5, 0 problema ndo estd completamente resolvido.
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