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Num Planeta com tanto por descobrir, sugerimos (re)visitar a
Matemadtica do Planeta Terra no verdadeiro sentido de Planeta,
nomeadamente da Geometria do Planeta Terra.

«Como medir distAncias entre pontos na superficie terres-
tre’», ¢ o mote para o primeiro artigo que a E&M, em 2013,
apresenta no dmbito da Matemdtica do Planeta Terra.

Embora a geometria plana seja, recorrentemente, um meio
de representarmos o nosso Planeta, nfio é esta a sua forma e isso
obriga-nos a repensar as ferramentas utilizadas na resolucgio dos
problemas e desafios com que nos deparamos. Jd no séc. XVI,
Pedro Nunes mostrou-nos que navegar pelas linhas de rumo,
mantendo constante o dngulo da direcio do movimento com o
meridiano, no garante a distdncia minima entre dois pontos do
globo, ou seja, um arco de circulo méximo, e o conhecimento
sobre loxodrémicas contribuiu mais tarde para Mercator cons-
truir o sistema de projeciio de mapas com o mesmo nome e que
ainda hoje € utilizado na navegaciio.

No mundo...

Comega a fazer-se sentir em diversos paises a dinamizacio de
atividades no 4mbito MPE por parte das mais de roo institui-
¢Oes e sociedades académicas associadas a esta causa. Para man-
ter-se informado das novidades internacionais basta subscrever
a newsletter em http://mpe2013.01g, a pigina internacional
do MPT, que estd em constante atualizaciio. Merece especial
destaque a sec¢fio de Educaciio que tem disponivel uma pané-
plia de recursos educativos e materiais curriculares (em inglés e
francés) relacionados com a temética MPT, desenvolvidos e/ou
compilados por instituigdes como NCTM (National Council
of Teachers os Mathematics), NASA (National Aeronautics
and Space Administration), AMS (American Mathematical
Society), entre outras.

Em Portugal...

Em Portugal os desenvolvimentos referentes ao Ano
Internacional da Matemdtica do Planeta Terra (AIMPT) séo
assinalados em www.mpt2013.pt, onde consta a informacio
sobre a iniciativa, os parceiros e as actividades agendadas.

No sentido de promover a dinamizacio do AIMPT foi cons-
tituido um Comité Nacional, o qual funcionard sob a égide da
Comissdo Nacional da UNESCO (CNU), ao longo de 2013.

No préximo dia 5 de Marco, terd lugar o lancamento oficial
do MPT2013 em Portugal, no Pavilhio do Conhecimento, em

Lisboa.
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Antoine de Saint-Exupéry, <0 Principezinho>

Este artigo que resultou de uma produtiva colaboraciio entre
o Atractor e o Nicleo do Porto da APM leva-nos a questionar
a pertinéncia da exploragio de conceitos de Geometria Esférica
ao nivel da sala de aula. De facto, o percurso matemdtico ao
longo de todo o ensino obrigatério (12 anos) apela & constru-
¢8o de um edificio geométrico puramente euclidiano que nfio
corresponde a geometria do Planeta que habitamos.

Ainda que nfo seja um tépico contemplado nos programas de
Matematica, a Geometria Esférica promove o desenvolvimento
de capacidades matemdticas e o conhecimento deste legado
cultural enquadra-se nas orientagdes curriculares atuais. Disso
¢ exemplo o conjunto de tarefas elaboradas por esta equipa,
dirigidas a alunos, apresentadas com niveis de dificuldade e
complexidade adaptados a diferentes niveis de escolaridade. A
secgfo de Materiais para a aula de Matemdtica apresenta uma
possivel abordagem da tarefa dirigida a alunos do 3.° ciclo do
Ensino Bésico.

Na APM...

Concurso Matemdtica, onde estds? em nimeros (até 31 de

Dezembro de 2012)

— doisdois propostas submetidas;

— 2 dezenas de escolas participantes;

— 20134978 alunos envolvidos;

— Menos 7 do que o miimero da presente EEM corresponde ao
ntmero de professores envolvidos;

— 77% das propostas envolvem projetos (com ou sem
parcerias);

— Meia diizia propde a realizacio de atividades e metade do
nimero anterior corresponde ao nimero de escolas que su-
gerem a producgio de atividades originais.

— O menor niimero primo sdo as parcerias estabelecidas entre
escolas portuguesas e santomenses.

Os temas, esses, sdo diversos e originais: Matemdtica e ...
ambiente; ... servigos; ... jogos; ... saber popular; ... arte; ...
outras ciéncias ...
No préximo ntimero da E&M iremos dar-vos mais novidades
sobre o desenvolvimento das atividades em curso.
Mantenha-se atento as novidades na pagina do MPT da
APM (http://mpt2013.apm.pt).

Joana Latas

el




A esfera pode ser considerada um modelo (simplificado™) do
planeta Terra e existe uma geometria que se dedica ao seu
estudo: a Geometria Esférica. O estudo da Geometria Esférica,
principalmente o relacionado com tridngulos esféricos, é muito
antigo e foi sendo desenvolvido ao longo dos séculos devido
a sua grande aplicabilidade & Astronomia e 4 Navegacio. O
portugués Pedro Nunes foi um dos matemadticos que se notabi-
lizou nesta 4rea tendo descoberto uma curva que, na época dos
Descobrimentos, gerou alguma controvérsia. Em 1537, Pedro
Nunes publicou dois tratados sobre alguns problemas relacio-
nados com certas rotas de navegagfio que mantém o percurso do
navio num rumo magnético constante intersectando todos os
meridianos segundo o mesmo 4ngulo. Esses percursos determi-
nam um tipo de curva, conhecida por curva loxodrémica. Desde
essa época que se sabe que um percurso mantendo um angulo
constante em relacio aos meridianos nfo é, em geral, o cami-
nho mais curto, pois ndo é um arco de circulo maximo (curva
na esfera que minimiza a distAncia entre dois pontos, figura 1).
Assim, Pedro Nunes sugeria que o barco devesse procurar seguir
o rumo de um circulo maximo, efectuando as necessarias cor-
recgdes a intervalos de tempo regulares para contrariar o efeito
da curva loxodrémica. Para tal, o matemético portugués propds
um método matemdtico que foi alvo de duras criticas pela sua
dificil aplicabilidade em alto mar. «As contribui¢es tedricas
de Nunes para a navegacio foram muito avancadas para o seu
tempo. A dificuldade em as aplicar deve-se principalmente a

preciso insuficiente dos instrumentos disponiveis e ao facto de
a matemdtica da época ser demasiado pesada e laboriosa para
ser usada no mar.» (Randles, 1989 [4])

Mesmo atualmente, em que o sistema GPS é uma ferra-
menta poderosa para a navegacgdo, pilotos de avifio e os nave-
gadores devem ter conhecimentos sobre a curva loxodrémica
(Alexander, 2004 [1]).

Apesar de muitos resultados da Geometria Esférica serem
conhecidos desde a Antiguidade, enquanto sistema axiomatico,
este tipo de geometria s6 foi formalizado no séc. XIX apés a
descoberta das geometrias ndo Euclidianas, atribuida aos
matematicos Gauss, Lobatschewski e Janos Bolyai (Rosenfeld,
1976 [5]).

Esta geometria difere em vdrios aspetos da Geometria
Euclidiana e, ao longo deste artigo, sfo exploradas algumas
dessas diferencgas. No final, numa colabora¢fio entre o Atractor
e o Nicleo do Porto da APM, é apresentada uma tarefa para
alunos cujo propésito principal de ensino é a abordagem e
exploragfio de algumas diferengas entre a Geometria Esférica e
a Geometria Euclidiana, incidindo na soma das amplitudes dos
angulos internos de um tridngulo esférico.

Geometria Esférica

Na Geometria Euclidiana, o caminho mais curto entre dois
pontos é o segmento de reta determinado por eles. Na esfera, o

Figura 1. A cinzento escuro esta representada uma curva loxodrémica que
passa por dois pontos e a cinzento claro o menor arco de circulo maximo
definido por esses pontos [caminho mais curto).
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Figura 2. Uma circunferéncia, na esfera, pode ser obtida intersectando a
esfera com um plano. Quando o plano contém o centra da esfera obtém-
-se um cfrculo maximo.
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Figura 3. No planeta Terra, a linha do Equador é um circulo maximo e os
meridianos sdo semicirculos maximos.

caminho mais curto entre dois pontos é dado por um arco de
circunferéncia obtido intersetando a esfera com um plano con-
tendo o seu centro. Essa circunferéncia é usualmente designada
por circulo mdximo. (Figuras 2 e 3)

Na esfera, os circulos maximos assumem o papel andlogo ao
das retas da Geometria Euclidiana e os arcos menores de cfrculo
méximo assumem o papel andlogo ao dos segmentos de reta.

Desta forma, na esfera, a distdncia entre dois pontos nio
antfpodas® determina-se calculando o comprimento do menor
arco de cfrculo mdximo definido pelos dois pontos. Note-se
que, se A e B sdo antipodas, a distAncia entre A e B é igual ao
comprimento de um semicfrculo méximo.

Numa esfera de raio 7 e centro O, considere-se o 4ngulo

AOB correspondente ao menor arco AB e @ a sua amplitude.

Entdo,
d(A, B) = ar, a em radianos
ou
an
d(A,B) = —r1, « .
(A,B) Bor em graus
Paralelismo

Podemos definir retas paralelas como sendo retas que nio se
intersetam. Na esfera, dados dois circulos maximos, estes inter-
setam-se sempre em dois pontos antipodas. Por exemplo, os
meridianos terrestres intersetam-se no polo Norte e no polo
Sul. (Figura 4)

Assim, ao identificarmos o conceito de reta na esfera com o
de circulo méximo, concluimos que:

Na Geometria Esférica nio existem retas paralelas!

Aqui reside uma das diferengas substanciais entre a Geometria
Esférica e a Geometria Euclidiana.
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Figura Y. Dois circulos maximos intersetam-se sempre em dois pontos
antipodas.

Na verdade, as geometrias nio Euclidianas surgiram no desen-
lace da longufssima histéria do famoso 5.° Postulado de Euclides,
mais conhecido pelo Postulado das Paralelas. Ao longo dos sécu-
los, foram vérias as tentativas de provar este postulado a partir dos
restantes ou entfo de o substituir por outro mais simples. Um dos
axiomas equivalentes que é usado nos livros modernos foi dado
por Playfair: dado um ponto P que ndo estd numa reta r, existe uma
s6 reta no plano de P e ¥ que contém P e que ndo interseta r. (Kline,

1972 [3]).

No inicio do século XIX, alguns matemdticos, incluindo o
alemfo Carl Friedrich Gauss (1777-1855), notaram que o
Postulado das Paralelas nfo poderia ser provado nem como
verdadeiro nem como falso com base nos outros postulados da
Geometria Euclidiana, ou seja, o Postulado das Paralelas seria
independente dos restantes. Seria ento possivel desenvolver
uma nova geometria a partir de um sistema axiomético que
contivesse uma alternativa ao Postulado das Paralelas. Mas
foram Lobatschewski (1792—1856) e Janos Bolyai (1802—1860)
que, de forma independente, publicaram pela primeira vez os
resultados de uma nova geometria nio Euclidiana (Rosenfeld,
1976 [5]), conhecida atualmente por Geometria Hiperbélica. A
Geometria Hiperbélica obtém-se substituindo o Postulado das
Paralelas pelo Axioma Hiperbélico: dada uma reta e um ponto
exterior & reta, existem, pelo menos, duas retas distintas contendo o

ponto dado e paralelas a reta dada.

Na Geometria Esférica, o Postulado das Paralelas é substitu-
ido pelo Axioma Eliptico: dada uma reta e um ponto exterior a
reta, ndo existe nenhuma reta contendo o ponto dado e paralela &

reta dada.

Bernhard Riemann (1826-1866) foi o primeiro a reconhecer a
Geometria Esférica como um tipo de geometria ndo Euclidiana
onde nio existem retas paralelas. (Coxeter, 1998 [2])

A descoberta das geometrias ndo Euclidianas teve consequéncias
muito importantes, quer mateméticas quer filoséficas, princi-
palmente no que diz respeito aos fundamentos da matemdtica.
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Figura 5. Bidngulos determinados por dois
circulos maximas.

Bidngulos
Na esfera existem poligonos com dois lados!

A explicaciio é simples: na esfera, os lados dos poligonos sdo
segmentos esféricos, ou seja, arcos menores de circulo maximo;
dados dois circulos méximos, estes intersetam-se sempre em
dois pontos antfpodas, dividindo a esfera em quatro regides,
cada uma das quais com dois lados; estas regides designam-se
por biangulos ou linulas. (Figura 5)

Portanto, ao contrdrio do que acontece na Geometria
Euclidiana, na Geometria Esférica existem poligonos com dois
lados, os bidngulos, cujos vértices sdo pontos antipodas e cujos
lados sdo semicirculos maximos.

Podemos calcular a drea de um bifngulo de forma simples,
conhecendo a amplitude do seu Angulo e a drea da esfera (47072)
e observando que a 4rea do bidngulo é diretamente proporcio-
nal & amplitude do 4ngulo. Assim, a drea de um bidngulo com
angulo a é dada por:

; an
2ar?, @ em radianos ou —7?, @ em graus,
90

onde 7 é o raio da esfera.

Triangulos Esfeéricos

Com trés pontos distintos na superficie esférica
podemos obter dois tridngulos!

Dados trés pontos, estes podem definir dois tridngulos, na
medida em que podem definir duas regi®es limitadas na super-
ficie da esfera (figuras 6a e 6b). Na Geometria Euclidiana
isto nfo acontece pois, dados trés pontos nio colineares (nfio
pertencentes a4 mesma reta) e os trés segmentos de reta que os
unem dois a dois, estes definem apenas uma regido limitada e,
por isso, um dnico tridngulo.

e

Figuras ba e Bb. Nestas esferas, estdo representados dois tridngulos diferentes
[com interior a cinza escuro) definidos pelos mesmaos vértices.

A drea de um triangulo esférico pode ser determinada conhe-
cendo a drea dos bidngulos que lhe estdo associados. Temos que
distinguir dois casos: o caso em que o tridngulo é pequeno (o seu
interior est4 contido numa semiesfera) e o caso contrario.

1. Tomemos um tridngulo esférico pequeno T. Em cada vér-
tice do tridngulo esférico, os circulos méximos que con-
tém os respetivos lados do tridngulo formam dois bidngu-
los congruentes com 4ngulos geometricamente iguais ao
angulo interno do tridngulo nesse vértice. Note-se que um
desses biangulos contém o interior do tridngulo e o outro
contém o interior do tridngulo antipoda (tridngulo forma-
do pelos antipodas dos pontos do tridngulo). (Figura 7a)
Considerando os trés vértices do tridngulo, temos seis bi-
angulos dos quais trés intersetam-se no interior do tridn-
gulo e os outros trés intersetam-se no interior do tridngulo
antipoda. Na regifio esférica restante, os seis bidngulos sdo
disjuntos dois a dois. Assim, estes bidngulos «cobrem» o
triingulo e o seu antipoda trés vezes e a restante regido es-
férica uma vez. Portanto, a soma da drea dos seis bidngulos é
igual & 4rea da esfera acrescida do dobro da 4rea do tridngu-
lo esférico, Ar, e do dobro da drea do seu antipoda (Figuras
7b e 7¢). Notando que T e o seu antifpoda tém a mesma
drea e fazendo alguns calculos simples, obtém-se a férmu-
la da édrea do tridngulo esférico T: Ay = (a + f+y — 0)r%,
onde @, B e y sdo as medidas das amplitudes dos angulos
internos do tridngulo em radianos. Se as medidas das am-
plitudes a, B e y forem dadas em graus, temos a férmula

T

180°
Esta férmula é conhecida por Teorema de Girard.

2. Se o tridngulo esférico for grande, ou seja, se contiver uma
semiesfera, podemos calcular a sua drea fazendo a diferen-
ca entre a drea da esfera e a drea do tridngulo pequeno que
os seus lados e vértices também determinam. Usando o re-
sultado anterior obtemos a mesma férmula para a drea do
tridngulo.

Ar =(a+p+y-180°) 72
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Figura 7a. Dois hidngulos com vértice em A.
Um biangulo <«<cobre> o tridngulo (ABL).

triangulo antipoda.

Teorema de Girard: A 4rea de um tridngulo esférico é igual
a Ay = (@ + B +y —m)r? onde a, f e y sdo as medidas das
amplitudes, em radianos, dos &ngulos internos do tridngulo
e 7 é o raio da esfera.

A diferenca entre a soma das amplitudes dos dngulos internos
de um tridngulo esférico e a amplitude do 4ngulo raso chama-se
excesso angular. A férmula dada no Teorema de Girard indica-
-nos que a drea de um tridngulo esférico fica determinada pelo
seu excesso angular e pelo raio da esfera, sendo que a drea e a
medida do excesso angular sdo diretamente proporcionais.

A érea de um tridngulo esférico é diretamente
proporcional & medida do excesso angular.

Em particular, o excesso angular é sempre positivo, donde
podemos concluir que:

A soma das amplitudes dos 4ngulos internos de um tridingulo
esférico é superior a 180°.

Quando o excesso angular é um valor préximo de zero (isto é, a
soma das amplitudes dos angulos internos é um valor préximo
de 7 rad, ou 180.°), o tridngulo é «quase plano» e a sua drea é
«quase nula». Por outro lado, quando o excesso angular é um
valor préximo de 47t rad, ou 720° (isto é, a soma das amplitudes
dos Angulos internos é um valor préximo de 57 rad, ou goo®), a
sua drea é proxima da drea da esfera.

A soma das amplitudes dos angulos internos de um tridingulo
esférico varia entre 7t e 57 radianos, 180° e goo®.

Este é um resultado muito diferente do obtido na Geometria

Euclidiana onde a soma das amplitudes dos 4ngulos internos de
um tridngulo é constante e igual a 180°.
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Figura 7h. Dois bidngulos com vértice em Ae
dois hidangulos com vértice em B dos quais dois
intersetam-se no interior do tridngulo (ABL)

e 0s outros dois intersetam-se no interior do

Figura 7c. Seis biangulos com vértices nos
vértices do tridngulo [(ABL) dos guais trés
intersetam-se no interior do tridngulo e os
outros trés intersetam-se no interior do
triangulo antipoda.

O Teorema de Girard conduz-nos ainda a outra enorme dife-
renca entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica:

Dois tridngulos esféricos semelhantes
s30 necessariamente congruentes!

Como a drea de um tridngulo esférico depende apenas da soma
das amplitudes dos seus 4ngulos internos, na esfera todos os
tridngulos com Angulos congruentes tém a mesma drea; logo,
sdo congruentes. Portanto, na Geometria Esférica ndo existem
tridngulos com a mesma forma e dreas diferentes.

A Geometria do Planeta Terra na sala de aula
de Matematica

De facto, enquanto humanidade, a nossa «casa» € a superficie
de um planeta quase esférico, cujas propriedades geométricas
particulares se destacaram desde a antiguidade, e cujo conhe-
cimento foi — e continua a ser — critico no desenvolvimento
de dreas como a astronomia e a navegagdo. Ainda que exterior
aos contetidos programiticos do ensino bésico, a Geometria
Esférica permite aos alunos «contactar com aspetos da Histéria
da Matemdtica e reconhecer o papel da Matemadtica no desen-
volvimento da tecnologia e em vérias técnicas, [....] o contributo
de diversos povos e civilizacdes para o desenvolvimento desta
ciéncia, a sua relacfio com os grandes problemas cientificos e
técnicos de cada época, o seu contributo para o progresso da
sociedade, e a sua prépria evolugio em termos de notagdes,
representagdes e conceitos, proporcionando uma perspetiva
dindmica sobre a Matemdtica e o seu papel na sociedade».
(Programa de Matemitica do Ensino Bdsico, 2007, p. 10)
Neste contexto, e mantendo «como ideia central o desen-
volvimento do sentido espacial dos alunos» (idem, p. 7), enten-
demos pertinente a apresentacio de propostas de abordagem
e exploraciio comparativas de alguns conceitos bésicos (como
os de reta / segmento de reta, angulo, tridngulo, distincia ou
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drea), entre as geometrias Euclidiana e Esférica, com base na
manipulagio de materiais ou utilizacio de tecnologias. O con-
junto das tarefas propostas, para alunos do 1.° a0 12.° anos de
escolaridade, pode ser acedido em
http://atractor.pt/mat/GeomEsf/MateriaisEnsino.

Notas

1 Naverdade, o planeta Terra pode ser modelado de forma mais pre-
cisa por um elipsoide: o raio da Terra varia entre, aproximadamen-
te, 6357 Km nos polos e 6378 Km na linha do Equador.

2 Pontos antifpodas sdo pontos diametralmente opostos.
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Nota: Na pdgina http://atractor.pt/mat/GeomEsf encontra-
se um trabalho sobre Geometria Esférica, elaborado sob a
otientaciio do Atractor, no dmbito de uma bolsa atribuida pela
Fundacio para a Ciéncia e a Tecnologia para a¢des de divul-
gacio matemdtica junto da Associagio Atractor. Para além
do texto, no qual se baseia este artigo, esse trabalho integra
componentes interativas em formato CDE preparadas com o
programa Mathematica e cujos ficheiros s3o utilizados nas tare-
fas propostas numa colaborac¢io entre a Associacio Atractor e
o Niicleo do Porto da Associagio de Professores de Matemitica.
Para a utilizacdio destes ficheiros, deve estar instalado no com-
putador o Wolfram CDFPlayer, que pode ser importado sem
encargos a partir de http://www.wolfram.com/cdf-player/.

As tarefas elaboradas no ambito da referida colaboracio
podem também ser acedidas a partir da pagina do MPT2013 da
APM, http://mpt2013.apm.pt.

Atractor e Nicleo do Porto da APM

a investigacdo dos valores entre os quais pode variar a soma das
amplitudes dos angulos internos de um triangulo esférico;

a analise comparativa entre os resultados obtidos e a proprieda-
de correspondente em Geometria Euclidiana.

Esta tarefa proporciona ainda aos alunos amplas oportunidades de
argumentacdo e fundamentacdo das suas ideias, assim comao de
construcdo de modelos matematicos elementares.

Resultados da sua aplicacdo experimental permitem destacar a
curiosidade dos alunos face aos resultados observados, a sua vontade
de saber mais e a forma como a discussao gerada contribuiu para o
reforco dos seus conhecimentos prévios de Geometria Euclidiana.

Destaca-se gue além da sugestdo de tarefa para o aluno, existem
algumas indicac@es para o professar.

Atractor e Niicleo do Porto da APM
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