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A seccao de ouro — primeiros passos!”

Eduardo Veloso

Introducdo

A secc¢do de ouro — objecto matemdtico que também poderia
ser introduzido pelas expressdes niimero de ouro, razdo de ouro,
triangulo de ouro, rectingulo de ouro, divisdo de um segmento em
média e extrema razdo, e mesmo divina propor¢io — é um termo
inventado no séc. XIX para designar a solugdo de um problema,
proposto e resolvido por Euclides hd cerca de 2300 anos, nos
Elementos de Geometria. Sdo possiveis multiplas abordagens
deste tema, tendo por objecto as conexdes com outros conceitos
matemadticos, a suposta relacio directa do niimero de ouro com
certas obras de arte da antiguidade, como a pirdmide de Keops,
a fachada do Partenon e obras do escultor grego Fidias — rela-
¢do nio documentada e cada vez mais posta em questdo —, a
utilizagio da sec¢iio de ouro por artistas e arquitectos modernos,
como Corbusier, e ainda as suas conexdes com fenémenos da
natureza vegetal e animal.

Nesta nota trataremos apenas do referido problema dos
Elementos, ndo obviamente como material pronto para utilizar
na aula de matemdtica mas sim como um meio de acedermos
aos interessantes e elementares processos geométricos utiliza-
dos por Euclides, sem a facilidade tantas vezes enganadora das
formulacgdes e resolugdes algébricas. Estudaremos o inicio da
longa histéria matemdtica do nimero de ouro, magnificamente
contada por Roger Herz-Fischler (Figura 1). Esperamos em
futuras notas sobre este mesmo tema apresentar exemplos de
propostas para a sala de aula.

Proposicao 11 do livro I
O enunciado desta proposi¢io € o seguinte:

Seccionar um segmento dado de tal modo que o rectdngulo contido pelo
todo e por um dos segmentos seja igual ao quadrado sobre o restante
segmento.
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Se designarmos por AB o segmento dado e por C o ponto que
secciona AB (ver Figura 2), o «todo» serd o segmento AB e os
dois segmentos resultantes serdo AC e CB. Em vez de rectangulo
«contido por AB e por CB» dirfamos hoje rectangulo de lados AB
e CB e em vez de «quadrado sobre AC» dirfamos hoje quadrado
de lado AC. Na Figura 2 o segmento BD ¢ perpendicular a AB
e ¢ igual a AB. Euclides quer portanto encontrar um ponto C
tal que o quadrado ACHG «seja igual» ao rectangulo CIDB. A
principal questdo na compreensio deste enunciado € esta: que
significa para Euclides a palavra «igual»?

Nio serd certamente o sentido vulgar que lhe damos na frase
«a figura .F ¢ igual a figura %>, pois aqui queremos significar
que podemos levar # a coincidir (ponto a ponto, por assim
dizer) com Z. Ou seja, no sentido habitual, mesmo em Euclides

Figural. Figura2
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Figura 3. 0 hexdgono ABCDEF foi decomposto em dois triangulos P e P, e
num pentdgono P,. Os poligonos congruentes (neste caso translacdes) P,
P', e P';, convenientemente justapostos, formam o quadrado GHIJ. Entao,

o0 hexagono e o quadrado tém &reas iguais.

quando por exemplo refere a igualdade de triangulos em intimeras
proposicdes do livro I), estd subjacente um movimento que leva
a sobreposicio exacta das duas figuras. Esta operacio de sobre-
posicio apenas ficou inteiramente resolvida quando a palavra
igual — neste sentido — foi substituida pela palavra congruente
com o seguinte significado: duas figuras 7 e &’sdo congruentes
quando existe uma isometria que transforma .% em Z.

Do ponto de vista didactico, no entanto, ndo vem mal
ao mundo que nos primeiros anos os alunos utilizem a pala-
vra «igual» com o sentido corrente que jd conhecem, e que
pode ser descrito, para figuras, como possibilidade de «levar a
coincidéncia».

Mas na proposi¢do Il.11 nfo pode ser este o significado
de «igual», pois o quadrado ACHG ndo pode obviamente ser
levado 2 coincidéncia com o rectdngulo CIDB! Na realidade,
quando Euclides utiliza a palavra igual referindo-se a dois
poligonos ndo congruentes, como aqui, a palavra igualdade diz
respeito as dreas dos dois poligonos, em que drea significa regido
do plano ocupada pelo poligono (e ndo medida numérica da
drea, ideia totalmente alheia aos Elementos).

Resta portanto a importante questio histérica e pedagdgica:
sem utilizar a medida numérica da drea, como compara Euclides
as dreas de dois poligonos ndo congruentes? Como pode afirmar
que sdo iguais! De uma leitura cuidada dos Elementos, conclui-
-se que a comparagio das dreas, em Euclides, é feita através da
ideia da decomposi¢io e composicio de poligonos.

Sejam .7 e Zdois poligonos. Se for possivel decompor .F num
conjunto finito de poligonos Py, P,, ..., P, de talmodo que Zpossa
ser formado por um conjunto de poligonos congruentes Py, P, ..., P;,
convenientemente justapostos, entdo F e & tém dreas iguais.
(Figura 3)

Dois poligonos nestas circunstincias dizem-se equidecompo-
niveis. Pensando um pouco, o leitor poderd chegar ao signifi-
cado que teria para Euclides um poligono ter drea maior do que
outro.

Construcao e demonstracao da Prop. 111

Compreendido o significado do enunciado de Euclides da Prop.
II.11, vejamos agora como Euclides determina o ponto C pedido
e demonstra que C verifica as condigdes do enunciado.

Construcao do ponto £

Partindo do segmento AB (Figura ga), constréi o quadrado
AEDB e o ponto médio F de AE (Figura 4b). Depois encon-
tra a intersec¢io G da circunferéncia de centro F e passando
por B (designada por F(B)) com a semirecta EA (Figura 4c).
Finalmente constr6i o quadrado de lado AG, ACHG
(Figura 4d): o ponto C é o ponto de AB procurado, como serd
demonstrado a seguir.
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Demonstracao

Devemos demonstrar que o ponto C é tal que o quadrado
ACHG ¢ igual ao rectangulo CIDB (Figura 5) (a demonstra-
¢Ao € adaptada de Euclides, incorporando uma proposicio I1.6
demonstrada anteriormente no mesmo livro II). Comparando
a Figura 5 com a Figura 4d, vemos que foram feitas as modifica-
¢Oes seguintes (verifique com cuidado)

— escondemos a circunferéncia F(B);

— acrescentdmos: o quadrado AONF, de lado AF; o rectan-
gulo IV, HCK], congruente com o rectangulo II; e o qua-
drado V, KCML, de lado LK igual a FA, e portanto con-
gruente com VI.

Como o segmento FB € a hipotenusa do tridngulo rectdngulo
FBA, e como FB é congruente com FG (ver Figura 4c), entdo
(pelo Teorema de Pitdgoras) o quadrado GFL] de lado GF ¢é
igual ao poligono BONFED, que resulta da justaposi¢io dos
quadrados VI e AEDB.

Mas retirando, tanto a GFL] como a BONFED, os poligonos
II, IV (congruente com I) e V (congruente com VI), restam
os poligonos III e VII, que sdo portanto iguais, como se queria
provar.

Uma variante de Herao de RAlexandria [sec. 1 d. C.)

Apresentamos uma variante de Herdo da construgiio de Euclides,
mais simples e directa.

Vamos sobrepor as duas construgdes o que torna a constata-
¢do da equivaléncia praticamente evidente (Figura 6).
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A construgio de Herfo, a cor, consiste em construir o
segmento BP, perpendicular a AB no ponto B e com metade
do comprimento de AB e depois intersectar — ponto Q — a
circunferéncia P(B) com o segmento PA. O ponto C serd a
intersec¢io com o segmento AB da circunferéncia A(Q).

A caminho da construcao do pentagono regular

Uma das questdes que o leitor estard talvez a colocar neste
momento € a seguinte: para que introduz Euclides, nos Elementos,
a «sec¢do de ouro»!?

Como veremos numa préxima nota, Euclides ird servir-se
deste resultado para construir o tridngulo de ouro e depois
o pentdgono regular. No livro XIII dos Elementos, Euclides
recorrerd ainda a sec¢io de ouro na prop. XIIl.17, relativa ao
dodecaedro regular.

Notas
O autor escreve de acordo com a antiga ortografia.
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