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Introdução

Reza a História da Matemática que Pitágoras de Samos, famoso 
matemático e fi lósofo grego, foi o primeiro, depois de uma longa 
batalha de cálculos e ideias miraculosas, a conseguir demonstrar 
uma relação que o próprio supôs existir entre os quadrados dos 
lados de um triângulo retângulo.
 Apesar do tempo que nos separa, foi este mesmo sentimento 
reiterativo, esta necessidade insaciante de provar aquilo que os 
nossos olhos teimam em ver, que nos conduziu à demonstração 
do limite desta bela sucessão de razões numéricas (entre cada 
par de números consecutivos da sucessão de Fibonacci) que 
também a natureza, sob diversas formas, nos decidiu oferecer.
 Confrontados, na aula de Complementos de Didática da 
Matemática I, 3.º ciclo em Didática da Matemática, UBI, 
com o desafi o de provar que tal limite era , assolámo-nos do 
mesmo espírito de Pitágoras e procurámos, com determina-
ção e persistência, uma demonstração. Porém, à medida que 
caminhávamos para a «meta», deparámo-nos com a seguinte 
questão: Atenção, o limite da sucessão só pode ser o número de 
ouro se tal limite existir. Afi nal, o limite existe mesmo? A esta 
dúvida também tivemos de fazer prova.
 Com a elaboração deste texto, o nosso principal objetivo 
é partilhar com o leitor a nossa experiência matemática na 
resolução deste desafi o muito conhecido mas, e quanto a nós, 

usualmente abordado de forma incompleta: parte-se do prin-
cípio de que o limite da sucessão existe. Utilizar propriedades, 
teoremas ou resultados baseados apenas em suposições, origi-
nará, com toda a certeza, uma não demonstração. Há que aliar a 
componente dedutiva da demonstração matemática a um signi-
fi cado, bem como dar sentido a todo o processo demonstrativo: 
a lógica, sendo muito importante na demonstração, precisa da 
intuição e da constante colocação de questões.

O desafi o inicial 

Os números de Fibonacci são os números que compõem a 
sucessão 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … , sendo obtidos, 
a partir do terceiro, pela soma dos dois números anteriores. 
Formalmente, a sucessão de Fibonacci é defi nida recursiva-
mente da seguinte forma:

.
Numa das primeiras aulas da disciplina foi-nos colocada a 
seguinte questão:

Considere a sucessão das razões entre dois números consecutivos 
de Fibonacci.
 Designe-a por , para .
 Calcule .

Afi nal, o ouro estava lá!
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Começámos por calcular os primeiros termos da sucessão, tendo, 
mesmo, recorrido à Folha de Cálculo[1] (Fig. 1).
 Por observação direta da tabela e da representação gráfi ca, 
ganhámos a convicção de que tal limite seria o número de 
ouro. Designámo-lo por  e, depois, mostrámos que a era , da 
seguinte forma:

.
A sucessão  pode escrever-se da seguinte forma:

.

De um modo geral,

.

Passando ao limite do quociente referido, obtemos:

.

Considerando que

então,

, para .

Temos então a seguinte equação do segundo grau

.

o que implica que

, pois .

Depois de todo este trabalho, alguém questionou: 
Atenção, atenção! Estamos a partir do princípio de que o limite 
existe, apenas com base na observação de uma tabela e de uma 
representação gráfi ca. Mas isso não chega, embora seja impor-
tante para ganharmos convicções! Lembram-se do polinómio 
com que trabalhámos numa das primeiras aulas? Tratava-se do 
polinómio

   .

Ao considerarmos a seguinte afi rmação, «Em , ao substi-
tuirmos n por um número natural obtém-se sempre o próprio 
número natural», e depois de experimentarmos para os casos 

, , , fomos tentados a responder que a afi r-
mação era verdadeira. Porém, ela era falsa. Cuidado com as 
generalizações! 
Nessa altura até conseguimos encontrar um polinómio de grau 

 em que , para todo o , mas para o 
qual .
 E assim começámos a resolver um novo desafi o!

O novo desafi o — a prova da existência do limite

Esta demonstração levou-nos a mais umas semanas de trabalho. 
Tínhamos a «certeza» que o limite existia. Tínhamos a «cer-
teza» que haveríamos de demonstrá-lo. Havia que demonstrar 
que a sucessão das razões  era convergente. Como? 
Que caminho seguir? 
 Tivemos a sorte de encontrar dois resultados que nos 
levaram à resposta pretendida. Um deles foi desenvolvido por 
Albuquerque[2] e o outro por Machado[3].
 O que nos diz Albuquerque: Seja , em que  
são os números de Fibonacci. Considerem-se as subsucessões 
dos termos de ordem par  e a dos termos de ordem ímpar 

 . Apesar da sucessão  não ser monótona per si, ambas 
as subsucessões  e  o são, sendo uma delas monótona 
crescente e a outra monótona decrescente. Além disso, ambas 
as subsucessões são limitadas.
 Considere-se a subsucessão . Em Albuquerque está pro-
vado que  é monótona decrescente. Assim sendo,  é 
um majorante, donde pode-se concluir que , isto é, 

 é limitada.
 Sendo  monótona e limitada, é convergente para um 
dado valor , isto é,

.
De modo análogo, Albuquerque prova que a subsucessão  
é monótona crescente. Recorrendo ao método de indução 
matemática, Albuquerque demonstra que  é limitada: 

. Deste modo,  também é monótona e limi-
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tada, ou seja, converge para um dado valor , isto é,
.

Albuquerque, acaba por demonstrar que as subsucessões  e   
 são convergentes para um mesmo valor, ou seja, .

 Neste momento do processo gostaríamos de poder generali-
zar para a sucessão das razões aquilo que já sabíamos sobre duas 
das suas subsucessões — ambas convergiam para o mesmo valor. 
Mas com que autoridade matemática? Quem nos garantia que 
toda e qualquer outra subsucessão da sucessão das razões que 
considerássemos também convergia para esse mesmo valor, ou, 
mesmo, se era convergente? Tínhamos a consciência de que o 
resultado já obtido ainda não era sufi ciente para dar uma res-
posta convincente à nossa questão — a existência do limite.
 Tivemos a felicidade de encontrar, após uma árdua procura, 
o resultado apresentado por Machado[3]. Segundo ele, se tiver-
mos uma sucessão de números reais  e se  e  forem dois 
subconjuntos infi nitos de  tais que as subsucessões  e 

 convirjam ambas para um mesmo limite  (que pode ser 
um número real,  ou ), então, se , tem-se que a 
subsucessão também converge para . Em particular, no caso em 
que , a sucessão de partida também tem limite  .
 Tal resultado levou-nos a «ver» que a reunião do subconjunto 
dos números pares com o subconjunto dos números ímpares 
era o conjunto dos números naturais! Assim, o facto das duas 
subsucessões  e  da sucessão  convergirem para um 
mesmo limite levava a que também a sucessão  convergisse 
para esse mesmo valor. Conseguimos, desta forma, mostrar a 
existência do . Ficámos felizes.

Comentários fi nais

O conceito de demonstração matemática tem, naturalmente, 
sofrido alteração de acordo com as épocas e com a perceção 
de quem as concretiza. Sendo a demonstração uma prova da 
veracidade de proposições, tem características muito próprias, 
exigindo, com maior ou menor intensidade, capacidade de abs-
tração, formalização, axiomatização e a cobiçada dedução. A 
demonstração tem por missão validar e certifi car determinadas 
propriedades que, intuitivamente, parecem verifi car-se. Deve, 
por isso, ter o poder de melhorar a compreensão, afastando-nos 
de ambiguidades ou equívocos.

Figura 1

 Em determinada etapa da nossa demonstração, talvez pela 
ânsia de deduzir aquilo que já nos parecia óbvio, fomos condu-
zidos pela regularidade do «fenómeno», confi rmada através do 
computador, e aceitámos ingenuamente a existência do limite: 

.

Constate-se então que, se porventura não existir este limite, 
será interrompida a cadeia de raciocínios que julgámos bem 
estabelecidos e rigorosos. Sem a demonstração de existência 
desse limite, continuamos sem ter certezas quanto à convergên-
cia da sucessão dos quocientes de dois termos consecutivos.
 Confrontados com a dúvida de existência desse limite, pro-
curámos provar a igualdade supracitada. Tivemos a sorte, por 
que procurada, em encontrar os resultados de Albuquerque 
e Machado, que nos permitiram resolver a dúvida instalada. 
Houve satisfação quando tal aconteceu. Rejubilámos, como 
diz Pólya.
 Permitam-nos, ainda, que coloquemos a seguinte questão/
desafi o: Será que considerando uma qualquer sucessão gerada da 
mesma forma que a de Fibonacci, isto é, sendo os dois primeiros 
termos números quaisquer e a partir do terceiro sendo obtidos 
pela soma dos dois anteriores, a nova sucessão das razões obtida 
também tem por limite ?

Notas
[1] http://paulojorgelourenco.do.sapo.pt/CDMI_UBI/sucessoes.zip
[2] http://www.ptmat.fc.ul.pt/~albuquer/fi bonacci/trabalho/

limite.htm
 http://www.lmc.fc.ul.pt/~albuquer/fi bonacci/trabalho/limite.htm
[3] http://www.lmc.fc.ul.pt/~armac/Analise_I/NotasAM1.pdf

Ana Isabel Felgueiras
Escola Superior de Tecnologia e Gestão (Instituto Politécnico de Leiria)

Corália Maria Pimenta
Instituto Educativo de Lordemão

Manuel Joaquim Saraiva 
Departamento de Matemática (Universidade da Beira Interior)

Paulo Jorge Lourenço
Escola Secundária Doutor Ramiro Salgado (Agrupamento de Escolas de Torre de 
Moncorvo)



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


