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Encontros imediatos dé terceiro grau

José Paula Viana
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Encontro Imediato dm3° grau — Avistamento de um «ser extraterrestre>> associado a um
Dbjeto Voador N3o Identificade. -
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«Encontros Imediatos do Terce:rﬁ Graus> [Close Encaunters of the Th»rd Kind] - filme
reafizado em 1977 por Steven Spielherg ' - *
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Para fazer o ponto médio M dos dois zeros, vamos a

b - R: Construcdo -> 5: Ponto médio.

Depois, tracamos a linha vertical que passa em M indo a

b = R: Construcéio => 1: Perpendicular.

Para obter o ponto P, pedimos

b => 7: Pontos e retas = 3: Ponto(s) de intersecéo.

Para tragar a tangente, fazemos

b - 7: Pontos e retas - 7: Tangente.

Finalmente, determinamos a intersecio da tangente com o
eixo Ox em

b => 7: Pontos e retas - 3: Ponto(s) de intersecéo
e vemos as coordenadas deste ponto fazendo

b = I: Aciies => 7: Coordenadas e equacdes.
Surpresa: a tangente corta o eixo horizontal precisamente no
terceiro zero (fig. 2).

Mas nfo terd sido um acaso? Sera sempre assim? Temos de o
confirmar.

Uma maneira de o fazer € ir & expressdo analitica da funcfio
e alterar um dos zeros. Por exemplo, em vez de (x—2) escrever
(x—1) ou (x + 1). Mas é mais interessante criar um cursor que
permita variar rapidamente um zero da funcfio. Para isso,

b -> 1: Acdes -> A: Inserir seletor,
escolhemos a para nome da varidvel e, na expressio da funciio,
substituimos um dos zeros por a. Agora, deslocando o cursor,
variamos o zero para qualquer valor desejado. E a tangente
continua a passar sempre pelo terceiro zero (fig. 3)!

Podemos ainda fazer mais experiéncias. Por exemplo, M ser
o ponto médio, ndo de dois zeros consecutivos, mas dos dois
zeros das pontas. Ou, a fungfio ter um zero duplo. N#o precisa-
mos de criar nova pégina, novas fun¢des e novas construcdes.
Basta simplesmente ir & expressio analitica da funcéio e fazer as
alteragdes desejadas (fig. 4).
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Este problema pode ser proposto aos alunos do 11.° ano.

Depois de eles terem descoberto esta propriedade das funces
ctdbicas, chegou o momento de lhes propor que demonstrem
que isto é realmente verdade para uma cibica qualquer. A
demonstragiio ndo € dificil. E, reparem, para os alunos, aquilo
que lhes pedimos passa a ter um significado completamente
diferente, visto terem passado j& pela fase da experimentacio e
de elaboraciio de uma conjetura. Desta forma, a demonstrcio
aparece na sequéncia légica do que fizeram antes.
No caso geral, para a funcgiio f(x) = a(x-b)(x—c)(x—d), é preciso
trabalhar com quatro pardmetros, o que, para alguns alunos, se
torna bastante complicado. A alternativa é sugerir que cada
aluno escolha uma fun¢fio com zeros inteiros e faca a demons-
tragio desse caso particular. Depois, para casa, pedir que os mais
interessados a facam para o caso geral.

Continuemos. Quando dispomos de uma tecnologia tdo rica
e t3o potente como a atual, é f4cil (e d4 vontade) ir mais longe
e colocarmos novos problemas.

Investigacdo 2

Que acontecera agora se tivermos uma reta horizontal gue intersete
a cibica em trés pontos? A tangente a ctibica no ponto cuja abcissa é
a media das abcissas de dois dos pontos de intersecdo ira passar no

terceiro ponto?

Escolhemos uma funcfio ctibica qualquer, colocamos um ponto
B no plano (pode ser no eixo Oy ou fora dele), pedimos a reta
horizontal que passa em B, determinamos as trés intersecdes
desta reta com a curva, construimos o ponto médio de dois
dos pontos anteriores e depois tracamos a tangente 4 curva no
ponto com essa abcissa.

A tangente passa no terceiro ponto (fig. 5)!
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Bem, se tivéssemos raciocinado um pouco antes de comecar-
mos as experiéncias terfamos concluido que isto iria acontecer
de certeza. E que esta situacgio € idéntica & da primeira investiga-
¢do, havendo apenas uma translaciio vertical (correspondente &
ordenada do ponto B).

Agora nfio podemos parar. Pondo a imagina¢fio a trabalhar,
surgem novas questdes.

Investigacao 3
E se a reta for obliqua?

Para criar a reta, vamos a

h—> 7: Pontos e retas - Y: Reta.

Clicamos num sitio livre qualquer do plano e aparece um ponto
(a que chamaremos B). Afastamo-nos de B, damos um clique e
fazemos . Aparece uma reta dependente apenas de B. Depois
fazem-se as restantes construgdes, tal como no problema 2.

A reta pode ser alterada de duas maneiras: agarrando e des-
locando o ponto B (mantém-se o declive) ou agarrando a reta
longe de B e deslocando o cursor (altera-se o declive [fig. 6]).

Posso garantir-vos que foi grande a surpresa quando fiz esta
experiéncia. A propriedade anterior mantém-se: a tangente vai
passar no terceiro ponto de interseciio!

Comecamos a perceber que a fungfo ciibica tem mais pro-
priedades curiosas do que imaginarfamos. Temos de continuar.

Investigacao Y

Seja uma funcdo clbica com trés zeros e uma reta horizontal gue
interseta o seu grafico em trés pontos. Que relacdo existe entre as
abcissas destes trés pontos?
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Para ser mais f4cil descobrir o que se procura, convém escolher
uma fun¢io com zeros inteiros, por exemplo, 2, 3 € 5.

Fazemos o gréfico da fun¢do numa janela adequada, criamos
um ponto B no plano, tracamos a reta horizontal a passar em
B, determinamos os pontos de intersecdo da reta com a ciibica
e pedimos as coordenadas dos trés pontos obtidos, para isto,
colocamos o cursor sobre um ponto e clicamos

b = 7: Coordenadas e Equacdes.

Para melhor analisarmos as abcissas dos pontos, o melhor é
arrastar as coordenadas para uma zona livre da janela, ficando
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apenas visiveis as abcissas. Agarrando o ponto B podemos alte-
rar a posicio da reta e ver, em cada caso, o que acontece (figs. 7
e 8).

A partir destes exemplos consegue o leitor fazer uma conje-
tura sobre a relaciio entre as abcissas? Sim, é verdade, apenas
com dois exemplos ¢ dificil (e muito pouco seguro) fazer seja
que conjetura for. Por isso o mais seguro é pegar na sua TI-
Nspire e testar mais casos.

J4 conseguiu? Pista: lembre-se que os zeros s3o 2, 3 € 5.

O resultado é uma nova surpresa: a soma das abcissas € igual
4 soma dos zeros (10, para esta funcio).

2,05+ 2,93 + 5,02 = 10.
1,72+ 3,52 + 4,76 = 10.

Podemos experimentar com outras ctibicas. Basta ir & expressdo
analitica e alterar os zeros. Por exemplo, para um caso mais par-
ticular, escolhemos um zero duplo (2,3) e outro simples (4,4).

A soma dos zeros é: 2,3 + 2,3+ 4,4 = 9.

A soma das abcissas é: 1,71 + 3,18 + 4,11 = 9 (fig. 9).

Se quiséssemos demonstrar este resultado, bem como o
obtido na Investigaciio 3, irfamos ter algumas dificuldades. Isto
porque, nos dois casos, para encontrar as abcissas dos pontos,
terfamos de resolver equacdes de terceiro grau. Nio € ficil e
estd completamente fora dos programas do ensino secunddrio.

No entanto, o facto de termos disponivel esta tecnologia
permite-nos ultrapassar estas dificuldades e ir muito mais longe,
descobrindo propriedades e caraterfsticas que estariam fora do
nosso alcance e do dos alunos.

Assim sendo, nio podemos parar.
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Investigacdo 5

Conhecidos os zeros de uma funcao cibica, como descobrir
facilmente o ponto de inflexao da curva?

Relembremos. Um ponto do grafico de uma curva é de inflexdo
se af houver alteraciio da concavidade. Nas cibicas, h4 sempre
uma parte da curva com a concavidade virada para cima e outra
com ela virada para baixo. Portanto existe sempre um ponto de
inflexdo (fig 10).

O grafico tem uma simetria central, cujo centro é o ponto de
inflexdo I. A cada ponto P do gréfico corresponde outro ponto
P’ em oposi¢iio ao centro e a igual distAncia deste.

Agora podemos usar o resultado da Investigagio 4.

Imaginemos uma linha horizontal a passar no ponto de infle-
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xd0. A soma das abcissas dos trés pontos vai ser igual 2 soma
dos zeros (9 no caso da dltima cibica que usdmos). Devido a
simetria central, o ponto de inflexdo fica no meio dos outros
dois pontos. Logo, a sua abcissa é a média das trés abcissas (e
também dos trés zeros [fig. 11]).
2,3+2,3+4,4 9
Xinflexdo = — - — - =3
3 3
Conclusio, numa cdbica de zeros x;, %, e x5, a abcissa do ponto
de inflexdo é a média dos zeros:

Xp+ %, + Xy
3
Continuemos as nossas investigagdes.

Xinflexdo =

Investigacdo b

Numa funcao ctibica, a tangente ao grafico num ponto qualquer P
interseta sempre o grafico noutro ponto T. Que relacao existe entre as
abcissas de Pe T?

Antes de comecar, uma ressalva. O enunciado tem uma incor-
re¢do, ndo é verdade que seja «sempre». Estd o leitor a ver
porqué?!

Vamos fazer a investigacdo considerando uma fun¢io cujo
ponto de inflexdo do gréfico coincida com a origem do referen-
cial e depois generalizaremos.

Para que o ponto de inflexdo esteja em (0, 0), basta que um
dos zeros seja x = 0 e os outros sejam simétricos.

Seja entéo f(x) = x(x—3)(x + 3).

Tracamos a tangente num ponto qualquer P, fazemos o outro
ponto de intersecio T da tangente com o grafico e pedimos as
coordenadas destes pontos (fig 12).

Agora, ou agarramos e deslocamos o ponto P, vendo o que
acontece as abcissas, ou clicamos duas vezes sobre a abcissa de
P e escrevemos um novo valor.

Facilmente se vé que, qualquer que seja a posigio de P, x1 é o
dobro do simétrico de xp. Acontecerd o mesmo noutras fungdes
ou dependerd o resultado dos zeros da ctbica? Experimentemos

(fhg. 13).
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A relagio mantém-se: xy = —2xp.
Estamos a ficar convencidos, mas temos de investigar ainda
outras situagdes.

Serd que a relacdo é a mesma no caso das cubicas que sdo
injetivas?

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

A tarefa desta sec¢iio vem no seguimento do Ponto de vista
que apresentei no nimero anterior sobré o teste intermédio
de 8.° ano. Nesse texto, referi que a sequéncia apresentada na
questdo ¢ tinha um potencial interessante, apesar das ques-
tdes formuladas ndo aproveitarem tal potencial. Assim, neste
ndmero apresento uma formulac¢fo alternativa, pensada numa
perspetiva de trabalho a realizar numa aula de Matemitica do
7.° ou 8.° ano. A tarefa foi pensada com o objetivo de promo-
ver o pensamento algébrico, o raciocinio nas suas diferentes
vertentes, e a comunicacio matemitica. O professor decidird
qual a melhor forma de organizar o trabalho dos alunos, mas
considero indispensdvel uma fase de trabalho auténomo e pos-
terior discussio no grupo-turma. Essa discussio poders revelar
as diferentes formas de olhar para a sequéncia e respetivo termo
geral: (n+1)2-1 corresponde 2 identificagio de um quadrado
ao qual falta um azulejo; n(n+2) resulta de mover e rodar a
coluna de azulejos brancos e colocé-la numa base do retAngulo

8 Educacdo e Matematica

Escolhamos uma ctibica impar, para que o ponto de inflex&o
esteja na origem do referencial. Por exemplo, f(x) = x3 + 2x.

Nso h4 davida, a relacio ndo se altera (fig. 14).

Estamos agora em condigdes de estabelecer a relagfio entre
as abcissas de P, de T e do ponto de inflexfo I para uma cibica
qualquer. Pensando que uma translagio simples permite des-
locar o gréfico da fungdo de modo que o ponto de inflexfo
coincida com a origem, temos:

X = xp + 2(x;—xp)-

Conclusao final

Ao longo deste trabalho fomos tendo, nés e os leitores, varios
«encontros imediatos de 3° grau». Sucederam-se os contactos
com a fung¢o cibica, que levaram a descoberta, as vezes inespe-
radamente, de algumas das suas propriedades. Mas a frase ganha
um sentido ainda mais profundo. Tudo isto se tornou simples
e possivel porque dispomos de trés elementos fundamentais: o
poder da mente humana, o fascinio da Matemdtica e a tecnolo-
gia da TI-Nspire, uma maquina que é de «outro mundo».

José Paulo Viana

cinzento, ficando com um retdngulo de dimensdes n por n+2;
finalmente, n + n(n+1) poderd ser antecipada pela resolugio
das questdes anteriores, pois deriva da jun¢io dos n azulejos
brancos aos n(n+1) azulejos cinzentos. Haverd ainda outras
expressdes possiveis e € necessério estar disponivel para aceitar
e discutir outras que os alunos proponham. Sendo assim, 5n—2
é a tinica expressdo que ndo corresponde a um termo geral, mas
a sua andlise é recomendada porque ao testar a férmula, ela
resiste aos dois primeiros termos e sé se verifica falsa a partir
do terceiro. No contexto do 8.° ano, pode ainda verificar a
equivaléncia das expressdes, criando um contexto favordvel a
aplicacio das operagdes entre mondémios e polinémios e ainda
um dos casos notdveis da multiplicacio.

Lina Brunheira,

Escola Secunddria de Amora
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