Grafos e outros conteudos: algumas

[im)possibilidades de conexdes

C. Miguel Ribeiro
Rui Feiteira

Este texto resulta de uma reflexio efetuada ap6s a dinamizagio
de uma sessdo pratica e de um curso no Ambito do ProfMat onde
se pretendia, entre outros aspetos, explorar diversas situacdes
que permitissem efetuar uma abordagem informal a teoria de
grafos — possivel desde o 1.° Ciclo. Durante 0 decurso das
atividades exploradas!"l, surgiram algumas dividas e discussdes
relativamente aos casos em que se (poderia) deveria explicitar
que se estava a utilizar a teoria de grafos e em que ocasides uma
mesma representacio (modelacio) poderia ser, ou ndo, utilizada
para estudar outros contetidos, e, em cada caso, quais.

2012

Com o intuito de podermos elucidar em que casos se pode,
ou ndo, utilizar a modela¢do, com recurso ao que se denomina
por grafos, apresentamos alguns exemplos de tarefas em que a
modelacio das situacdes especificas permite abordar contetddos
tdo distintos como sejam alguns conceitos base de fun¢io ou de
probabilidades, mas ndo permitem, nunca, passar da modela¢io
efetuada nessas mesmas ocasides para uma exploracio geomé-
trica da mesma. Uma das possiveis razdes que pode explicar a
ocorréncia de situagdes em que isso se verifica podera ser a de
confundir um grafo com a sua representaco gréfica ou geomé-
trica, que sdo, definitivamente coisas bastante distintas.
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Definir um grafo, de modo a que até um aluno do 1.° Ciclo
o entenda poderd ser através de um enunciado simples, por
exemplo: «um grafo é uma figura (desenho) formado por dois
conjuntos, sendo um deles o conjunto «das coisas> (que podem
ser alunos, blusas, pecas de domind, ...) e o outro o conjunto
das relagdes entre essas <coisas>», ou seja, trata-se de figuras
compostas por «coisas» que podem estabelecer relagdes entre si;
no caso de estas se verificarem elas sdo evidenciadas através de
ligacdes entre si. De uma forma menos intuitiva, e mais formal,
— para que ndo possamos ser acusados, pelos mais cépticos,
de falta de rigor matemdtico — um grafo é um par ordenado
G = (V, A) de conjuntos finitos, onde V é o conjunto de vér-
tices e A é uma colecio de subconjuntos de dois elementos
de V, a que se chama conjunto de arestas. E de salientar que
esta nomenclatura nada tem a ver com a de vértices e arestas
no contexto geométrico, sdo portanto homénimas. Este dltimo
conjunto, o conjunto das arestas é fundamental, pois sdo elas
que nos informam (ou nos permitem informar) da existéncia de
relacdes entre os elementos do conjunto dos vértices.

A titulo de exemplo apresentamos duas representagdes
possiveis da modelacio de uma situacio em contexto real (por
exemplo, possiveis formas de circular pelas divisdes de uma
habitacdo). (Figura 1 e 2)

Ambas as figuras podem ser definidas pelo par ordenado
G =(V,A)onde V = (A,B,C,D,E,F} e

A ={{A,B}{B,C}{E,C}{E,D},{D, A},
{D, B}, {E, F},{D, C}, {F, C}}.

Através da figura 1 poderfamos ser tentados a pensar em concei-
tos geométricos (quadrado, tridngulos, pentdgono, hexdgono).
Porém, claramente isso ja ndo poderia ocorrer considerando a
figura 2 (o que s6 por si nos podera levar a pensar se este tipo
de exploracio geométrica, neste contexto, teria algum sentido).
Este é um dos aspetos que queremos salientar que nio podem
nunca acontecer considerando situagdes desta indole como
ponto de partida para a modelacio.

Feito este importante paréntesis, apresentamos um conjunto
de tarefas, bem como suas possiveis exploragdes, em contextos
e anos de escolaridade bastante diversos, justificando como e
porqué, se poderdo utilizar nuns casos e nunca noutros. Grande
parte destas tarefas foi ja realizada em contexto de sala de
aula — do 1.° Ciclo ao ensino secunddrio —, e em contextos
em que a resolu¢do de problemas ocorreu associada a tarefas
promotoras de verdadeiras aprendizagens (Lesh, Hoover, Kelly,
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& Post, 2000), sendo o processo de resolu¢do encarado como
metodologia/processo, por via do qual sdo desenvolvidos diver-
sos conteddos (Leal, Veloso, & Abrantes, 1994) e ndo como
um contetdo per si. Com o intuito de que a resolugio de pro-
blemas e a modela¢io possam assumir este papel de promog¢io
de efectivas aprendizagens, conduzindo os alunos a um nivel
de raciocinio superior, é importante que ocorram associados a
tarefas preparadas de forma a encorajar a realizagio de multiplas
abordagens e interpretacdes; déem prioridade 2 comunicacio
matemadtica; tornem necessaria uma documentacio dos resul-
tados finais e facam da auto-avaliagio uma sua componente
inerente.

No caso concreto, as situagdes apresentadas foram prepa-
radas tendo por pano de fundo a pretensdo de que, durante o
processo de resoluco, os alunos fossem construindo uma no¢io
de grafo valida bem como de algumas das suas propriedades
— sem que para isso se chegue necessariamente a quaisquer
tipos de formalizacio, ocorrendo esta quando exclusivamente
necessdrio ou solicitado pelos alunos como forma de simplificar
a sua propria representacao.

Com o intuito de permitir que os alunos possam modelar
matematicamente momentos do seu quotidiano, contribuindo
também para uma consciencializaciio da presenca desta ciéncia
no seu dia a dia, consideramos que devemos, preferencialmente,
partir das realidades vivenciadas pelos alunos e trazé-las para
a sala de aula, em forma de problema. Uma destas situacdes
em que, pelo menos nas turmas em que foi proposta, os alunos
referiram, na fase inicial, que nfo tinha qualquer tipo de relagio
com a disciplina de matematica prendia-se com a pratica do des-
porto. De modo a abordar situagdes de modelagiio, e sua explo-
racdo matemdtica, centradas em momentos «improvaveis» da
existéncia de matemadtica, optdmos por preparar uma tarefa em
que se parte de um aquecimento em andebol para a modelacio.
Este tipo de tarefa ¢, em tudo, similar, ao caso do problema dos
abracos ou dos apertos de mio, mas €, cremos, para os alunos,
mais motivadora e desafiante. Vdrios outros tipos de problemas
podem ser utilizados para introduzir a modelaciio e o conceito
de grafo. Muitos deles sdo utilizados inclusivamente desde o
1.° Ciclo e podem estar relacionados com as famosas maquinas
de fazer contas (entra um nimero e apds uma série de opera-
¢Bes obtém-se o resultado), com as relagdes existentes entre um
conjunto de animais e um de plantas, com a determinacio do
nimero de formas distintas (combinacdes possiveis) de vestir n
saias diferentes e m blusas também elas diferentes, ou diferentes
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tipos de gelados que se podem fazer com, por exemplo, 2 sabores
de entre 3 possiveis.

A tarefa seguinte foi apresentada a vérias turmas desde o
3.° até ao 12.° ano de escolaridade e em todas elas, apesar de
apresentarem resolucdes que evidenciavam niveis de desenvol-
vimentos distintos (mas ndo de forma necessariamente linear
com o avangar dos anos), sem grande dificuldade, os alunos
apresentaram uma solu¢do.

O aquecimento

Numa aula de educagdo fisica, em que se vai jogar andebol, durante o
aquecimento, em grupos de cinco, para quem é que cada um dos alu-
nos pode passar a bola? Como poderemos representar todas as distintas
situagbes possiveis?

Esta situagio, tal como problema que ¢, poders ser resolvida de
distintas formas recorrendo a diversos processos de representa¢io
(e. g. tabela, listagem, desenhos) devendo todas elas ser explora-
das para que os alunos se possam consciencializar disso mesmo.
Recorrendo ao desenho/esquema os alunos fazem diferentes
tipos de representacdes (equivalentes). (Figuras 3, 4 € 5)

Através da exploragio deste caso «simples», para além da
modelacio e do estudo dos grafos (que nem era um dos pres-
supostos iniciais), podemos tornar 6bvias algumas relacdes
possiveis de estabelecer entre distintos tépicos e contetdos
matematicos que os alunos frequentemente consideram encon-
trarem-se de costas voltadas, ignorando-se completamente.
Podemos explorar contextos tdo variados como sejam, por
exemplo, o conceito de fun¢io e de varidvel dependente e
independente, sequéncias numéricas, generalizagdes de termos
gerais de progressdes e probabilidades.

Com a exploracio deste tipo de atividades, sem que seja
para isso necessdrio um contexto formal de obrigatoriedade de
abordagens de determinados contetdos, estamos a facultar aos
alunos um contacto antecipado com eles — ainda que de forma
intuitiva — bastante mais cedo do que ocorre normalmente.
Mas por serem abordagens informais, que resultam de ocasi-
des que os alunos assumem como suas, permitimos-lhes, desta
forma, que vao construindo os conceitos ao longo do tempo
com verdadeira compreensio, cimentando assim de forma mais
sélida os pilares da sua formagio matemética. Vejamos exem-
plos de como se poderia partir desta situacdo para explorar cada
um dos contetdos referidos anteriormente. Poderfamos efetuar
uma primeira (ou mesmo intensiva) abordagem ao estudo das
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fungdes, utilizando a tarefa anterior bastando para isso ir efetu-
ando a modelacdo passo a passo, supondo que é o amigo A que
possui a bola. (Figura 6)

O amigo A podera passar a bola aos amigos B, C, D e E.
Por sua vez, 0 amigo B pode passar a bola ao amigo C, D ou E.
(Figura 7) E de salientar que estamos interessados em registar
as relagdes entre os amigos, relagdes essas que se referem ao
facto de a bola ter j4, ou nio, circulado entre cada um deles.
(Situagiio andloga & que ocorre com os apertos de mido onde
A cumprimentar B é o mesmo, em termos de modelacio da
situac¢fio, que o inverso — ndo se considerando os sentidos,
isto porque a relagdo «passar a bola» é de facto uma relagio
simétrica.)

Procede-se de forma andloga para os outros dois amigos que
faltam. (Figura 8)
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Facilmente se constata que s3o dez as formas distintas de
a bola circular entre todos. E se agora fossem 6 amigos?! E 8?7
E n amigos? (dependendo do nivel de desenvolvimento dos
alunos).

Com este processo de construc¢io, os alunos rapidamente se
apercebem de que ao introduzirem um novo amigo no grupo,
o nimero de formas de passar a bola vai depender de quantos ja
se 14 encontram. Assim, se considerarmos o ndmero de amigos
como conjunto de partida, A = {1, 2,3, 4, ...} ¢ B={1,3,6, 10, ...}

A B

o ndmero de ligagdes como conjunto de chegada, podemos
transformar a modelagio em diagrama sagital, tabela, grafico
ou padrio, surgindo a no¢io de correspondéncia univoca, mas
também, intuitivamente, de dependéncia. Permite ainda explo-
rar as conexdes entre as diferentes formas de representacio,
partindo de um grafo, com os seus vértices e arestas, e obtendo,
em ultima instAncia, uma representagio grafica (relembramos
que um grafo ndo fica definido pela sua representacio grafica).

N.° amigos 2 3 4

N.° de passes I 3 6 10

Um outro contetdido que se encontra ao alcance deste ponto de
partida (o aquecimento em andebol) é o das sequéncias numéri-
cas como forma de determinar padrdes numéricos. Comegamos
por considerar que no aquecimento sé participam 2 alunos e
registemos as possibilidades de passes. Depois vamos pedindo a
outros alunos para se juntarem ao grupo. O caso descrito pode
ser representado utilizando os esquemas seguintes:

— A<

Convertendo em forma de tabela, de modo a que os alunos
tenham de completar a informagio em falta — também para
que tomem contacto e se habituem a que uma mesma situa-
¢do podera ser apresentada de distintas formas, obtemos, por
exemplo:

2 alunos 8 alunos | 7 alunos

1 possibili- | 3 possibili- | 10 possibi-

dade dades lidades
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O preenchimento das 4 primeiras colunas é relativamente facil,
basta para tal analisar figura a figura. O problema coloca-se na
Gltima coluna. Quantas ligagdes existem para n alunos? Para
responder a esta questdo comecemos por notar que, em qualquer
das figuras, todos os vértices estdo ligados entre si — existe uma
relacio entre todos os alunos. Uma abordagem possivel comeca
por contar quantas ligagdes chegam a cada vértice; para obter o
total de ligagdes das figuras, basta somé-las. Assim,

Niimero de pontos Soma das ligacdes ~ N.° de ligacdes

2 1+1=2 I
3 2+2+2=06 3
4 3+3+3+3=12 6
5 4+4+4+4+4=20 10
8 8x7

N n(n—r1)

Em cada uma das situacdes anteriores o nimero de ligacdes
de cada vértice € inferior em uma unidade ao nimero total de
vértices (pontos). Assim, para conhecermos qual o ndmero
total de ligagdes basta multiplicar o nimero de pontos pelo
ntmero de ligacdes que cada ponto apresenta, dividindo poste-
riormente por dois, obtendo-se assim o resultado para qualquer
n pertencente ao contexto (n € IN). Este resultado foi facil-
mente determinado, até por alunos do 1.° Ciclo, referindo um
deles que, «se contdssemos todas estdvamos sempre a dobrar
as ligacdes de cada ponto, portanto temos de fazer o contrario,
dividir por dois».

Utilizando a mesma situagio do aquecimento, podemos
modela-la, através de representacio gréfica de grafos de modo a
abordar o tema das probabilidades?. Se os alunos — dez no total
— estiverem vestidos com quatro coletes brancos e os restantes
pretos, de que forma pode o professor escolher, ao acaso, (por
exemplo atirando a bola ao ar e quem a apanhar serd o esco-
lhido) dois deles para exemplificar um determinado exercicio?
Qual a probabilidade de que o colete de ambos seja branco?

Uma forma de modelar esta situaciio é através de uma repre-
sentacio grafica de um grafo; denominada tradicionalmente por
diagrama de drvore ou por drvore de probabilidade. (Figura g)

Voltando & questdo anterior, para responder basta escolher o
caminho adequado, ou seja, procurar a forma de ir desde o ini-
cio até ao final sempre perseguindo a mesma cor — a primeira
bola é apanhada por um aluno (com colete preto ou branco)
e ap6s langar a segunda bola, procurar as situagdes que podem
ocorrer de forma que o aluno que a apanhe tenha um colete da
mesma cor do anterior. Recorrendo a visualizacio grifica do
grafo facilmente se determina a probabilidade pretendida

P (escolher dois atletas de camisola branca)=
4.3 _12_2
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Com este conjunto de atividades pretendemos ilustrar algumas
possiveis formas de, partindo de uma mesma situacio, abordar
dreas matemdticas bastante distintas ao longo dos ciclos de
escolaridade. Esta abordagem pode ser efetuada nos anos em
que esses contetdos fazem parte do curriculo ou, tal como no
nosso caso, em anos bastante anteriores (com as necessérias
adaptagdes), de modo a que os alunos tomem contacto com eles
o quanto antes. Esta tomada de contacto permitir-lhes-4 irem
efetivamente integrando estes conceitos no seu conhecimento
matemadtico, de forma a que quando forem formalizados nio
lhes sejam de todo estranhos.

Pretendemos também, a um outro nivel, salientar que, ape-
sar de muitas das situagdes do quotidiano serem suscetiveis de
modelacio através de grafos, nem todas sdo exequiveis noutros
contextos que envolvam ou explorem conteddos relativamente
aos quais nfo existe qualquer tipo de relacio. O facto de se
efectuarem modelagdes que permitam ao aluno criar os seus
significados e a capacidade de aplicar os conhecimentos adqui-
ridos em contextos diferentes daqueles onde foram apreendidos,
conduz a que estes lhes atribuam um cardter mével através de
uma rede conceptual. Porém, se nas oportunidades que lhes
facultamos, introduzimos alguma alteracio (de forma, contetido
ou contexto) menos adequada, poderemos levar a formacio de
buracos negros em tais redes conceptuais (tornando-as portanto
menos densas), traduzindo-se mais previsivelmente na criagio
de lacunas e incongruéncias nos conhecimentos adquiridos
e entre estes € os anteriores/posteriores do que em progressos
efetivos no processo de generalizacio dos conhecimentos.

Como dltimo apontamento queremos salientar, mais uma
vez, que nem sempre ¢ possivel recorrer aos grafos ou a sua
representacio grafica para explorar alguns conteddos, como
sejam, por exemplo, contetidos geométricos. Esta impossibili-
dade nio é imediatamente 6bvia, — pois podemos represen-
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tar as arestas dos grafos como segmentos de reta e os pontos
imagem da modelacio por vértices — sendo necessdria alguma
analise para averiguar em que situagdes, e para que contextos,
essa transposi¢io se torna possivel, sendo matematicamente
coerente.

Notas

[ Algumas das tarefas propostas na sessio prética podem ser consul-
tadas nas atas do ProfMat2008.

I Apesar de fazer parte integrante do Programa do 9.° ou do 12.°
ano, esta forma de representacio é (pode ser) também utilizada
logo no 1.° Ciclo, para modelar, por exemplo problemas envolven-
do multiplicacio interpretada como reunido de conjuntos, modelo
combinatério, bem como envolvendo a reta numérica e o modelo
retangular.
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